Capitulo 1

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1.1

1. Muestre que las siguientes ecuaciones tienen por lo menos una solucion en los intervalos dados.
a. xcosx —2x2+3x—1=0, [0.2,0.3]y [1.2,1.3]
b. (x—2%—Inx=0, [1,2]y [e, 4]
c. 2xcos(2x) —(x —2)2=0, [2,3]y[3,4]
d. x—(nx)*=0, [45]
2.  Muestre que las siguientes ecuaciones tienen por lo menos una solucién en los intervalos dados.
a. /x—cosx=0, [0,1]
b. e —x>+3x—-2=0, [0,1]
c. —3tan(2x)4+x =0, [0,1]
d. Inx—x*+3x—-1=0, [3.1]
3. Encuentre los intervalos que contienen soluciones para las siguientes dados.
a. x—27"=0
b. 2xcos(2x) — (x+1)2=0
c. 3x—e"'=0
d. x+1—-2sen(wrx)=0
4. Encuentre los intervalos que contienen soluciones para las siguientes ecuaciones.
a. x—37"=0
b. 4x?—e* =0
c. ¥} —2x2—4x+2=0
d. x’+4.001x*+4.002x +1.101 =0

5. Encuentre max, < | f(x)| para las siguientes funciones e intervalos.
a. f(x)=Q—-e"+2x)/3, [0,1]
b. f(x)=@4x —3)/(x*>—2x), [0.51]
c.  f(x) =2xcos(2x) — (x —2)%, [2,4]
d. f(x)=1+e D 1,2]

6. Encuentre mdx,<,< | f(x)| para las siguientes funciones e intervalos.
a. f(x)=2x/(x>+1), [0,2]
b. f(x)=x2J/{@—-x), [0,4]
c. fx)=x>—4x+2, [1,2]
d. f(x)=x/B-x%, [0,1]

7. Muestre que f'(x) es 0 en por lo menos uno de los intervalos dados.
a. f(x)=1—-e"+(e—1)sen((w/2)x), [0,1]
b. f(x)=(x—-1)tanx +xsenzx, [0,1]
c. f(x)y=xsenmx —(x—2)Inx, [1,2]
d. f(x)=(x—2)senxIn(x +2), [—1,3]

8. Suponga que f € Cla, b]y f'(x) existe en (a, b). Muestre que si f'(x) # 0 para todas las x en (a, b),
entonces puede existir p en [a, b] con f(p) = 0.
9. Sif(x)=ux"
a. Encuentre el segundo polinomio de Taylor P,(x) alrededor de xy, = 0.
b. Encuentre Ry(0.5) y el error real al utilizar P»(0.5) para aproximar f(0.5).
c. Repita la parte a) usando xp = 1.
d. Repita la parte b) usando el polinomio de la parte c).
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.
21.

22.

23.

24,

Encuentre el tercer polinomio de Taylor P3(x) para la funcién f(x) = +/x + 1 alrededor de xy = 0.

Aproxime V0.5,4/0.75,/1.25, y V1.5 mediante P5(x) y encuentre los errores reales.

Encuentre el segundo polinomio de Taylor P,(x) para la funcién f(x) =e*cosx alrededor de

xo=0.

a. Use P5(0.5) para aproximar f(0.5). Encuentre un limite superior para el error | f(0.5) — P»(0.5)|
por medio de la férmula de error y compdrela con el error real.

b.  Encuentre una cota para el error | f(x) — P,(x)| al usar P,(x) para aproximar f(x) en el intervalo
[0, 1].

c. Aproxime fol f(x) dx por medio de fol Pr(x) dx.

d. Encuentre una cota superior para el error en ¢) usando fo] |R,(x) dx|y compdrela con el error real.

Repita el ejercicio 11 usando xo = /6.

Encuentre el tercer polinomio de Taylor Pi(x) para la funciéon f(x) = (x — 1) Inx alrededor de

xo=1.

a. Use P5(0.5) para aproximar f(0.5). Encuentre una cota superior para el error | f(0.5) — P3(0.5)]
por medio de la férmula de error y compadrela con el error real.

b. Encuentre una cota para el error | f(x) — P;(x)| al utilizar P3(x) para aproximar f(x) en el inter-
valo [0.5, 1.5].

c. Aproxime foll‘: f(x) dx por medio de fO%‘SS Ps(x) dx.

d. Encuentre una cota superior para el error en (c) a través de folss |R3(x) dx| y compérela con el
error real.

Si f(x) =2xcos(2x) — (x —2)%y xo = 0.

a. Encuentre el tercer polinomio de Taylor P;(x) y utilicelo para aproximar f(0.4).

b. Use la férmula de error en el teorema de Taylor para encontrar una cota superior para el error
| f(0.4)— P5(0.4)|. Calcule el error real.

c.  Encuentre el cuarto polinomio de Taylor P4(x) y Uselo para aproximar f(0.4).

d. Utilice la férmula de error en el teorema de Taylor para encontrar un limite superior para el error
| £(0.4)— P,(0.4)|. Calcule el error real.

Encuentre el cuarto polinomio de Taylor P4(x) para la funcién f(x) = xe*’ alrededor de xo=0.

a. Encuentre una cota superior para | f(x) — P4(x)|, para0 < x < 0.4.

b. Aproxime f00‘4 f(x) dx por medio de f00‘4 Py(x) dx.

c. Encuentre una cota superior para el error en b) usando fOM Py(x) dx.

d. Aproxime f'(0.2) usando P,(0.2) y encuentre el error.

Utilice el término error de un polinomio de Taylor para calcular el error implicado al usar sen x ~ x

para aproximar sen 1°.

Utilice un polinomio de Taylor alrededor de /4 para aproximar cos 42° con una precisién de 107°.

Si f(x) = (1 —x)~'y xo = 0. Encuentre el n-ésimo polinomio de Taylor P,(x) para f(x) alrededor de

Xo. Encuentre un valor de n necesario para P,(x) para aproximar f(x) dentro de 10 %en [0, 0.5].

Si f(x) = e*y xo = 0. Encuentre el n-ésimo polinomio de Taylor P,(x) para f(x) alrededor de x,. En-

cuentre un valor de 7 necesario para que P,(x) aproxime a f(x) con una precisién de 10°en [0,0.5].

Encuentre el n-ésimo polinomio de Maclaurin P,(x) para f(x) = arctan x.

El polinomio P(x) =1— %xz se utilizard para aproximar f(x) = cos.x en [—%, %]. Encuentre una

cota para el error maximo.

Use el teorema del valor intermedio 1.11 y el teorema de Rolle 1.7 para mostrar que la grafica de

f(x) = x* + 2x + k corta al eje x exactamente una vez, independientemente del valor de la constante

k.

Un polinomio de Maclaurin para e"se utiliza para obtener la aproximacion 2.5 para e. La cota del error

en esta aproximacion se establece como £ = é Encuentre una cota para el error en E.

La funcion de error definida por

erf(x) = 2 /X e dt
=7

da la probabilidad de que cualquiera de una serie de pruebas se encontrard dentro de las unidades x de la
media, suponiendo que las pruebas tienen una distribuciéon normal con una media de 0 y una desviacién
estdndar de v/2/2. Esta integral no se puede evaluar en términos de funciones elementales, por lo que
es preciso usar una técnica de aproximacion.
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a. Integre la serie de Maclaurin para e~ para mostrar que

(_l)kx2k+l

2 o]
erf(.x) = ﬁ ; m

b. La funcién de error también se puede expresar en forma

2kx2k+]

2 2 -
erf(x) = ﬁe Z 1.3.5--Qk+ 1)

k=0

c.  Verifique que las dos series concuerdan en k = 1,2, 3 y 4. [Sugerencia: Use la serie de Maclaurin
para e"‘z.]

d. Use la serie en la parte a) para aproximar erf(1) con una precisién de 107",

e. Use el mismo nimero de términos que se utilizaron en la parte ¢) para aproximar erf(1) con la
serie en la parte b).

f. Explique por qué se presentan dificultades al usar la serie en la parte b) para aproximar
erf(x).

EJERCICIOS TEORICOS

25.

26.

27.

28.

29.

El n-ésimo polinomio de Taylor para una funcién f en x, algunas veces recibe el nombre de polinomio

de grado a los mds n que se aproxima “mejor” a f cerca de xo.

a. Explique porqué esta descripcion es precisa.

b. Encuentre el polinomio cuadratico que se aproxima mejor a la funcién f'cerca de xo = 1 si la recta
tangente en xo = 1 tiene la ecuacién y = 4x — 1 y si f"(1) = 6.

Pruebe el teorema generalizado de Rolle, teorema 1.10, al verificar lo siguiente.

a. Use el teorema de Rolle para mostrar que f'(z;) = 0 paran — 1 nimeros en [a, b] cona < z; < 2,
<...<Z,1<b.

b. Use el teorema de Rolle para mostrar que f"(w;) = 0 para n — 2 ndmeros en [a, b] con z; < w| <
20 < Wiy o.W,_p < Zy_1 <Db.

c. Continde los argumentos en las partes a) y b) para mostrar que paracadaj=1,2,... ,n — 1,
existen n — j nimeros distintos en [a, b], en donde ¥ es 0.

d. Muestre que la parte ¢) implica la conclusion del teorema.

El ejemplo 3 establecia que para todas las x tenemos | sen x| < |x|. Utilice lo siguiente para verificar

esta declaracion.

a. Muestre que para todas las x > 0, f(x) = x — sen x no disminuye, lo que implica que sen x < x con
igualdad, sélo cuando x = 0.

b. Use el hecho de que la funcién seno es impar para obtener la conclusion.

Una funcién f:[a, b] — R se dice que satisface una condicion de Lipschitz con constante de Lipschitz

Len [a, b] si,paracadax, y € [a, b], tenemos | f(x) — f(y)] < L|x —y|.

a.  Muestre que si f satisface una condicion de Lipschitz con constante de Lipschitz L en un intervalo
[a, b], entonces f € Cla, b].

b. Muestre que si ftiene una derivada limitada en [a, b] por L, entonces f satisface una condicién de
Lipschitz con constante de Lipschitz L en [a, b].

c. Proporcione un ejemplo de una funcién continua en un intervalo cerrado, pero que no satisface
una condicién de Lipschitz en el intervalo.

Suponga que f € Cla, b] y x, y x, se encuentran en [a, b].

a.  Muestre que existe un nimero £ entre x; y X, con

S+ fa) 1

1
fé) = > = Ef(xl)‘f'if(xz).

b. Suponga que ¢, y ¢, son constantes positivas. Muestre que existe un niimero entre x; y x, con

crf(x1) + e f(x)

c+ao

fé) =

c.  Proporcione un ejemplo para mostrar que el resultado en la parte b) no necesariamente se mantie-
ne cuando ¢ y ¢; tienen signos opuestos con ¢; # —c;.
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30. Seafe Cla, b]y seap en el intervalo abierto (a, b).

a. Suponga que f(p) # 0. Muestre que existe un § > 0 tal que para todas las xen [p — §, p + 6],
f(x) # 0,con [p — 8, p + 8] es subconjunto de [a, b].

b. Suponga que f(p) = 0y k > 0 es dada. Muestre que existe un 6 > 0 tal que para toda x en
|f(x)] <k,[p—238,p+8],con [p — &, p+ 8] es un subconjunto de [a, b].

PREGUNTAS DE ANALISIS

1.

Con palabras propias, describa la condicién de Lipschitz. Proporcione varios ejemplos de funciones
que satisfacen esta condicién o de funciones que no la satisfacen.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1.2

10.
11.

Calcule los errores absoluto y relativo en las aproximaciones de p por p*.

a. p=m,p"=22/7 b. p=umx,p*=3.1416

c. p=e, p*=2718 d. p=+2,p-=1414
Calcule los errores absoluto y relativo en las aproximaciones de p por p*.

a. p=e p*=22000 b. p =107, p* = 1400

c. p=28!,p*=39900 d. p=9,p* =/187(9/e)°

Suponga que p* se debe aproximar a p con error relativo maximo de 10~%. Encuentre el intervalo mas
largo en el que se debe encontrar p* para cada valor de p.

a. 150 b. 900
c. 1500 d. 90

Encuentre el intervalo mds largo en el que se debe encontrar p* para aproximarse a p con error relativo
maximo de 10~* para cada valor de p.

a. 7w b. e

c. 2 d. 7

Realice los siguientes cdlculos i) de forma exacta, ii) con aritmética de corte de tres digitos y iii) con
aritmética de redondeo de tres digitos. iv) Calcule los errores relativos en las partes ii) y iii).

4 1 4 1

a. g-l—g b. gg
(1-2)42 o (43)-3
3 11 20 3 11 20

Utilice la aritmética de redondeo de tres digitos para realizar lo siguiente. Calcule los errores absoluto
y relativo con el valor exacto determinado para por lo menos cinco digitos.

a. 133+40.921 b. 133 —0.499

c. (121-0.327) - 119 d. (121 —-119) —0.327

Use la aritmética de redondeo de tres digitos para realizar lo siguiente. Calcule los errores absoluto y
relativo con el valor exacto determinado para por lo menos cinco digitos.

B_¢ 3
477 b. —107 +6e — —
2¢e—54 62

« (5) () S

9 7 : ﬁ3_ﬁ1

Repita el ejercicio 7 mediante aritmética de redondeo de cuatro digitos.

Repita el ejercicio 7 mediante aritmética de redondeo de tres digitos.

Repita el ejercicio 7 mediante aritmética de redondeo de cuatro digitos.

Los primeros tres términos diferentes a cero de la serie de Maclaurin para la funcion arcotangente son
x — (1/3)x* + (1/5)x°. Calcule los errores absoluto y relativo en las siguientes aproximaciones de 7
mediante el polinomio en lugar del arcotangente:

1 1
a. 4 [arctan (§> + arctan <§)}
1 1
b. l6arctan | — | — 4arctan | ——
5 239



12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.
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El niimero e se puede definir por medio de e = Y - ,(1/n!), donde n! =n(n—1)---2-1para n #0
y 0! = 1. Calcule los errores absoluto y relativo en la siguiente aproximacion de e:

5 10
1 1
a. ZO ; b. ;

n=0

Si
X COSX —senx
fo&)y=——"""
X —senx
a. Encuentre lim,_ f(x).
b. Utilice aritmética de redondeo de cuatro digitos para evaluar £(0.1).
c. Reemplace cada funcién exponencial con su tercer polinomio de Maclaurin y repita la parte b).
d. El valorreal es f(0.1) = —1.99899998. Encuentre el error relativo para los valores obtenidos en
las partes b) y c).
Si
¥ — ¥
fx)=——.
X
a. Encuentre lim,_o(e* —e™)/x.
b. Use la aritmética de redondeo de tres digitos para evaluar f(0.1).
c. Reemplace cada funcién exponencial con su tercer polinomio de Maclaurin y repita la parte b).
d. Elvalorreal esf(0.1) =2.003335000. Encuentre el error relativo para los valores obtenidos en las
partes b) y ¢).
Use la aritmética de redondeo de cuatro digitos y las férmulas (1.1), (1.2) y (1.3) para encontrar las

aproximaciones mds precisas para las raices de las siguientes ecuaciones cuadraticas. Calcule los erro-
res absoluto y relativo.

L, 123 1
—xP——x+-=
3 4 7%
1. 123 1
b x4 -x— =0
TG

c. 1.002x2 —11.01x +0.01265 =0
d. 1.002x>+11.01x +0.01265 =0

Use la aritmética de redondeo de cuatro digitos y las férmulas (1.1), (1.2) y (1.3) para encontrar las
aproximaciones mds precisas para las raices de las siguientes ecuaciones cuadrdticas. Calcule los erro-
res absoluto y relativo.

a. >—VIx+V/2=0
b. mx?+13x+1=0

c. xX’+x—e=0

d. x2—35x-2=0

Repita el ejercicio 15 mediante aritmética de corte de cuatro digitos.

Repita el ejercicio 16 con aritmética de corte de cuatro digitos.

Use el formato real de 64 bits de longitud para encontrar el equivalente decimal de los siguientes nu-
meros de miquina de punto flotante.

a. 010000001010 1001001100000000000000000000000000000000000000000000

b. 110000001010 1001001100000000000000000000000000000000000000000000

c. 0011111111110101001100000000000000000000000000000000000000000000

d. 001111111111 0101001100000000000000000000000000000000000000000001

Encuentre los siguientes nimeros de maquina mas grande y mds pequefio en formato decimal para los
ntiimeros proporcionados en el ejercicio 19.



Conjunto de ejercicios

21.

22.

23.

24.
25.

Suponga que dos puntos (xo, Yo) ¥ (X1, y1) se encuentran en linea recta con y; # y,. Existen dos formu-
las para encontrar la interseccion x de la linea:

XoY1 — X1)o
X=——" X =Xx9—

Yi— Yo

(x1 — Xo0) Yo

Yi— Yo

a. Muestre que ambas férmulas son algebraicamente correctas.

b. Use los datos (xo, yo) = (1.31,3.24) y (xy, y;) = (1.93,4.76) y la aritmética de redondeo de tres
digitos para calcular la interseccion con x de ambas maneras. ;Cudl método es mejor y por qué?

El polinomio de Taylor de grado n para f(x) =e*es > . (x'/i!). Use el polinomio de Taylor de

grado nueve y aritmética de corte de tres digitos para encontrar una aproximacién para e con cada

uno de los siguientes métodos.

5= (=5 (—1)5
a. eay i :Z i

9
i=0 i=0
11

577 &9 5
¢ Zi:()ﬁ

¢) Un valor aproximado de e~* correcto para tres digitos es 6.74 x 1073, ;Qué férmula, a) o b), es
mas precisa y por qué?
El sistema lineal dos por dos

ax + by =e,
cx +dy = f,

donde a, b, c,d, e, f estdn dadas, se puede resolver para x y y como sigue:

determine m = S, siempre que a # 0;
a
d =d — mb;
Ji = [ —me;
_ N
y di’
(e — by)
a

Resuelva los siguientes sistemas lineales con aritmética de redondeo de cuatro digitos.

a. 1.130x —6.990y = 14.20 b. 8.110x 4 12.20y = —0.1370
1.013x — 6.099y = 14.22 —18.11x + 112.2y = —0.1376

Repita el ejercicio 23 con aritmética de corte de cuatro digitos.
a. Muestre que la técnica anidada polinomial descrita en el ejemplo 6 también se puede aplicar a la
evaluacién de

f(x) =1.01e™ — 4.62¢% —3.11¢* 4 12.2¢° — 1.99.

b. Use laaritmética de redondeo de tres digitos y la suposicién de que e'** = 4.62 y el hecho de que
e = (e)" para evaluar f(1.53) como se establece en la parte a).
c¢. Haga nuevamente el cdlculo en la parte b) al anidar primero los cdlculos.

d. Compare las aproximaciones en las partes b) y ¢) con el resultado verdadero de tres digitos
f(1.53) = —7.61.
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EJERCICIOS APLICADOS

26. El ejemplo de apertura para este capitulo describia un experimento fisico que involucra la temperatura
de un gas bajo presion. En esta aplicacion se nos proporcionaba P = 1.00 atm, V = 0.100 m’, N =
0.00420 mol y R = 0.08206. Al resolver para T en la ley de gas ideal obtenemos

PV (1.00)(0.100)

= = =290.15K = 17°C.
NR  (0.00420)(0.08206)

En el laboratorio, se encontr6 que T era 15°C en estas condiciones y, cuando al duplicar la presion y
reducir a la mitad el volumen, T era 19°C. Suponga que los datos son valores redondeados exactos para
los lugares determinados y muestre que ambas cifras de laboratorio se encuentran dentro de los limites
de precision para la ley de gas ideal.

EJERCICIOS TEORICOS

27. El coeficiente binomial

my\ m!
(k) Tkl (m—k)!

describe el nimero de formas de seleccionar un subconjunto de k objetos a partir de un conjunto de m
elementos.

a. Suponga niimeros maquina decimales de la forma

+0.d,d>dsds x 10", conl<d, <9, 0<d; <9,
sii=2,3,4 y |n| <15.

(Cudl es el valor mds grande de m para el que el coeficiente binomial ('Z) se puede calcular para
todas las k por medio de la definicion sin causar desbordamiento (sobreflujo)?
b. Muestre que (;) también se puede calcular a través de

(=) (=) ()

c. (Cudles el valor mds grande de m para el que el coeficiente binomial ( ) se puede calcular con la
férmula en la parte b) sin causar desbordamiento?

d. Use laecuacidén en b) y la aritmética de corte de cuatro digitos para calcular el nimero de juegos
de cinco cartas posible en una baraja de 52 cartas. Calcule los errores real y relativo.
28. Suponga que fI(y) es una aproximacién de redondeo de k digitos para y. Muestre que

‘y_—ﬂ(y)‘ <0.5 x 107+,
y

[Sugerencia: Sidy,.; < 5, entonces fI(y) =0.d\d, ...d, x 10". Si di; > 5, entonces fl(y) =
0.d\dy ...dy x 10" +10"% ]

29. Sife Cla, b] es una funcién cuya derivada existe en (a, b). Suponga que f'se va a evaluar en xo dentro
de (a, b), pero en lugar de calcular el valor real f(xp), el valor aproximado, b (x0), es el valor real de f
en xg + €; es decir, f(xo) = f(x + €).

a. Utilice el teorema gel valor medio 1.8 para calcular el error absoluto | f (xp) — F(xo)| y el error
relativo | f (xo) — f(x0)|/]f(x0)l, al suponer que f (xo) # 0.

b. Sie=35x10"%yx, = 1, encuentre limites para los errores absoluto y relativo para
i. f(x)y=¢€"
ii. f(x)=senx

c. Repita la parte b) con € = (5 x 107%)xq y xo = 10.
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PREGUNTAS DE ANALISIS

1.

2.

Analice la diferencia entre la aritmética realizada por computadora y la aritmética tradicional. ;Por qué
es tan importante reconocer la diferencia?

Proporcione diferentes ejemplos de la vida real acerca de errores catastréficos que se han presentado a
partir del uso de la aritmética digital finita y explique lo que salié mal.

Analice las multiples formas de redondear niimeros.

Analice la diferencia entre un nimero escrito en notacion estdndar y uno que estd escrito en formato de
punto flotante decimal, normalizado. Proporcione varios ejemplos.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1.3

1.

Utilice aritmética de corte de tres digitos para calcular las siguientes sumas. Para cada parte, ;qué
método es mds preciso y por qué?

a. .12 (1/i%) primero por - +
b.  >.2,(1/i?) primero por I+

4+ 15 y luego por o5 4+ g + - + 1.
+ 3+ + 1005 ¥ luego por ;g + 735 + - +

EIENENT

El niimero e se define mediante e = > .- ,(1/n!),donde n! = n(n —1)---2- 1 paran #0y0! = 1.
Utilice aritmética de corte de cuatro digitos para calcular las siguientes aproximaciones para e y deter-
mine los errores absoluto y relativo.

1 SN |
a. eQ’/ZJ b. e Z(S——])'

n=0 j=0

&

=

%

1
C. e~ p d. e ?
= n! =0 (10 = jH!

La serie de Maclaurin para la funcién arcotangente converge para —1 < x < 1 y estd dada por

n 2i-1
X
arctanx = lim P,(x) = lim D L
n—00 ( ) n—00 ;( ) 21 — 1

a. Utilice el hecho de que tan /4 = 1 para determinar el niimero 7 de términos de la serie que se
necesita sumar para garantizar que [4P,(1) — | < 1073,

b. El lenguaje de programaciéon C++ requiere que el valor de 7 se encuentre dentro de 1071
(Cudntos términos de la serie se necesitarian sumar para obtener este grado de precisiéon?

El ejercicio 3 describe con detalle un método bastante ineficiente para obtener una aproximacion para

7. El método puede mejorar considerablemente al observar que /4 = arcotangente % + arcotangente

% y evaluar la serie para la arcotangente en % y en % Determine el nimero de términos que deben su-

marse para garantizar una aproximacion para  dentro de 1073,

Otra férmula para calcular 7 se puede deducir a partir de la identidad 7 /4 = 4 arcotangente % — arco-

tangente 2}@ . D36termine el nimero de términos que se deben sumar para garantizar una aproximacion x

dentro de 10 .

Encuentre la rapidez de convergencia de las siguientes sucesiones conforme n — co.

1 1
a. Ilimsen— =0 b. lim sen — = 0
n—00 n n—00 n
1\’ . _ _
c.  lim (sen _) -0 d. HILI{}O[ln(n +1)—In(n)] =0
n—00 n

Encuentre la rapidez de convergencia de las siguientes funciones como 2 — 0.

i sen h _1 b i 1 —cosh _
a. m ho ) h -
senh—hcosh_ 1 — ek

=0 d. lim




10.

11.

12.

13.

14.

Capitulo 1

EJERCICIOS TEORICOS

Supongaque 0 < g < pyquea, =a+ O (n"’).

a.  Muestre quea, =a + O (n79).

b. Haga una tabla donde enumere 1/n, 1/n%, 1/n*,y 1/n* para n = 5, 10, 100, y 1000, y analice
la rapidez de variacién de convergencia de estas sucesiones conforme 7 se vuelve mds grande.

Supongaque 0 < g < pyque F(h) =L + O (h?).

a. Muestre que F(h) = L + O (h?).

b. Hagauna tabla en donde enumere £, nn’ y nt paras =0.5,0.1,0.01 y 0.001 y analice la rapidez
de convergencia de estas potencias de 4 conforme /4 se aproxima a cero.

Suponga que cuando x se aproxima a cero,

Fix)=L +0(x*) y F(x)=L,+0@x").

Si c1y ¢ son constantes diferentes a cero y definen

F(x) =ciFi(x) +aF(x) y Gx) = Fi(c1x) + Fa(ex).

Muestre que si y = minimo {«, 3}, entonces, conforme x se aproxima a cero,

a. F(x)261L1+CzL2+0(XV)
b. Gx)=L +L,+0(x").

La sucesion {F,} descritapor Fp = 1, Fy = 1,y F,;o = F, + Fuy1, sin > 0, recibe el nombre
de sucesion de Fibonacci. Sus términos se presentan de manera natural en muchas especies botdnicas,
en especial aquellas con pétalos o escalas ordenadas en forma de espiral logaritmica. Considere la suce-
sién {x,}, donde x, = F,4i/F,. Suponga que existe lim,_, » x, = x, muestre que x = (1 + \/5)/2.
Este nimero recibe el nombre de niimero dureo.

Muestre que la sucesion de Fibonacci también satisface la ecuacion

1+v5\" [(1-+5)"
2 2 ’
Describa la salida del siguiente algoritmo. ;Cémo se compara este algoritmo con la ilustracién en la
pagina 247

ENTRADA n,xi,x2,...,X,.

- 1
F,=—

V5

F,

SALIDA SUM.
Paso 1 Determine SUM = x;.
Paso 2 Parai =2,3,...,n efectde el paso 3.

Paso 3 SUM =SUM + x;.
Paso 4 SALIDA SUM;
PARE.

Compare los siguientes tres algoritmos. ;Cudndo es correcto el algoritmo de la parte 1a?

a. ENTRADA n,xi,x2,...,X,.
SALIDA PRODUCT.
Paso 1 Determine PRODUCT =0.
Paso2 Parai=1,2,...,nhaga
Determine PRODUCT = PRODUCT *x;.
Paso 3 SALIDA PRODUCT;
PARE.

b. ENTRADA n,x;, x5, ..., x,.
SALIDA PRODUCT.
Paso 1 Determine PRODUCT = 1.
Paso 2 Parai=1,2,...,nhaga
Set PRODUCT = PRODUCT * x;.
Paso 3 SALIDA PRODUCT;
PARE.
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c. ENTRADA n,x;,x5,...,x,.
SALIDA PRODUCT.
Paso 1 Determine PRODUCT = 1.
Paso2 Parai=1,2,...,nhaga
six; = 0 entonces determine PRODUCT = 0;
SALIDA PRODUCT;
PARE
también determine PRODUCT = PRODUCT * x;.
Paso 3 SALIDA PRODUCT;
PARE.

a. (Cudntas multiplicaciones y sumas se requieren para determinar una suma de la forma

iia,bﬂ

i=1 j=I

b. Modifique la suma en la parte a) a un formato equivalente que reduzca el nimero de calculos.

PREGUNTAS DE ANALISIS

Escriba un algoritmo para sumar la serie finita > i1 Xi en orden inverso.

Construya un algoritmo que tenga como entrada un entero n > 1, nimeros Xo, X1, - .. , X, y un nimero
xy que produzca como salida el producto (x — xo)(x — x1) - -+ (X — Xx,,).

Si P(x) = ayx" + a,—1x" "' + -+ + a1x + @y es un polinomio y si se proporciona xy. Construya un
algoritmo para evaluar P(xg) por medio de la multiplicacién anidada.

Las ecuaciones (1.2) y (1.3) en la seccidon 1.2 proporcionan formas alternativas para las raices x| y xo
de ax® + bx + ¢ = 0. Construya un algoritmo con entrada a, b, ¢ y salida x1, x, que calcule las raices
X1y X2 (que pueden ser iguales con conjugados complejos) mediante la mejor formula para cada raiz.
Suponga que

1 —2x N 2x —4x3 N 4x3 — 8x7 R 142x
Il —x+x2  1—x2+4x* 1 — x4+ 8 Tl 4x +x2

para x < 1y six = 0.25.Escribay ejecute un algoritmo que determine el nimero de términos nece-
sarios en el lado izquierdo de la ecuacion de tal forma que el lado izquierdo difiera del lado derecho en
menos de 10°.

(Qué calculan los algoritmos en la parte a) y en la parte b)?

a. ENTRADA ap, dy, Xo, X1.
SALIDA S.
Paso 1 Para i =0, | haga que seas; = g;.
Paso 2 Para i =0, 1 haga
paraj = 0,1 haga

. . . (x —xj)
parai # j determine 5; = —— * ;.
(x; — xj)
Paso 3 Determine S = 59 + 5.
Paso 4 SALIDAS;
PARE.
b. ENTRADA ay,a;, as, xo, X1, X3.
SALIDA S.
Paso 1 Para i =0,...,2hagaqueseas; =a;.

Paso 2 Para i =0, 1,2 haga

paraj = 0,1 haga
(x —xj)
—— %

sii # j entonces determine s; =
(x; — x;)

i

Paso 3 Determine S = 59 + 1 + 5.
Paso 4 SALIDAS;
PARE.

c.  Generalice los algoritmos para tener entrada n, ay.... , dy, Xg.... , X,. {(Cudl es el valor de entrada S?



Capitulo 1

PREGUNTA DE ANALISIS (FINAL DEL CAPITULO)

1. Analice las diferencias entre algunos de los paquetes de software disponibles para
célculo numérico.

CONCEPTOS CLAVE

Algoritmos de Errores de redondeo del Teorema de Rolle
representacion de digitos teorema de Taylor Teorema del valor extremo
finitos Estabilidad Teorema del valor

Aritmética de digitos finitos  Integracién intermedio

Convergencia Integral Riemann Teorema del valor medio

Continuidad Limites Teorema generalizado de

Diferenciabilidad Software numérico Rolle

REVISION DEL CAPITULO

Revisemos el capitulo 1 en términos de las habilidades que necesitard en los siguientes ca-
pitulos.

En la seccion 1.1 debe ser capaz de utilizar el teorema de Rolle, el teorema del valor
intermedio y el teorema del valor extremo, segiin corresponda para:

i. Determinar si una ecuacion tiene por lo menos una solucién dentro de un intervalo
determinado.

ii. Encontrar un intervalo que contenga una solucién para una ecuacién determinada.
iii. Mostrar que f'(x) = 0 en un intervalo determinado.

iv. Maximizar una funcién en un intervalo determinado.

También debe ser capaz de usar el teorema de Taylor para encontrar el polinomio de
Taylor de grado n™ P,(x) para una funcién determinada, f alrededor de xo. Ademds, debe ser
capaz de usar el teorema del valor extremo para maximizar el término restante (error) para
la expansion. Los estudiantes también deben observar que al calcular una cota superior para
el término restante R,(x) normalmente minimizamos el limite del error. Esto se logra al en-
contrar el maximo del valor absoluto de una derivada particular sobre el intervalo adecuado.

En la seccién 1.2 usted debe ser capaz de convertir nimeros al formato de mdquina
decimal de k digitos. También de utilizar de manera competente la aritmética de redondeo
o corte, seglin se requiera. Ademds debe ser capaz de calcular el error real, el error abso-
luto y el error relativo en las aproximaciones de p mediante p* y de encontrar el intervalo
mds grande en el que p* debe encontrarse para aproximarse a p con un error relativo que
se encuentre dentro de la tolerancia especifica. Los estudiantes deben saber que al realizar
aritmética de digitos finitos, cada cdlculo individual debe redondearse o cortarse antes de
realizar cualquier otro paso.

En la seccion 1.3, siempre que sea posible, debe ser capaz de determinar el nimero de n
términos de una serie que se sumard para garantizar que el error absoluto se encuentra dentro de
una tolerancia especifica. Al tratar con series alternantes, el error producido por el truncamiento
de las series en cualquier término es menor a la magnitud del siguiente término. Siempre que
sea posible, debe ser capaz de determinar la rapidez de convergencia de una sucesion. También
debe tener la capacidad para seguir los pasos de un algoritmo y describir la salida.

La seccién 1.4 resalta algunas de las diferencias entre los paquetes de software de pro-
posito general y los algoritmos provistos en este texto. La principal “ventaja” de esta seccién
es exponerse al hecho de que los paquetes de software de propdsito general consideran dos
formas de reducir errores debido a redondeo maquina, subdesbordamiento y desbordamiento.
También describe el rango de entrada que conducird a resultados de cierta precision especifica.



