Capitulo 7

CONJUNTO DE EJERCICIOS 7.1

1. Encuentre las normas [, y /, de los vectores.

x=(3,-4,0,3)

x=(2,1,-3,4)

X = (sen k, cos k, 2%)" para un entero positivo fijo k

X = (4/(k +1),2/k>, k*e™*)" para un entero positivo fijo k

o B

2.  Encuentre las normas /., y /; de los vectores.
a. x=(2,-2,1)
b. x=(-4/5-2/5,1/5,2/5)"
¢. x=((2+k)/k, 1//k, —3)" para un entero positivo fijo k
d. x=(Bk+1)/(2k),2,0,1/k)" para un entero positivo fijo k

3. Pruebe que las siguientes sucesiones son convergentes y encuentre sus limites.
a. x® = (1/k,e'* =2/k)"
b. x® = (e*cosk, ksen(1/k),3 +k2)

x® = (ke ™, (cosk)/k, VKX + k — k)'

d. x® = (" E+D/A =K, A/HA+3+5+ -+ 2k = 1)

i

4. Pruebe que las siguientes sucesiones son convergentes y encuentre sus limites.
a. x® =Q+1/k, =2+ 1/k, 1+ 1/k>)!
b, x©=(Q+k)/k k/2+k)., 2k +1D)/k)
c. x® = (@k+1)/k% (1/k)Ink, k*e™, 2k/(1 + 2k))’

<6 — <cosk senk 1—k 3k-— 2)’

k> k Tk2+14k+1

5. Encuentre la norma /., de las matrices.

10 15 b 10 0

0 1 : 15 1
2 -1 0 4 -1 7
c. -1 2 -1 d. -1 4 0
0 -1 2 -7 0 4

6. Encuentre la norma [, de las matrices.

10 -1 11 —11
A { 1 11 } - { 0o 1 }

V272 =272 1 /3 —1/3 1/3
c. 1 0 0 d. —1/4  1/2 1/4

P -1 2 2 2 -1



Conjunto de ejercicios

10.

11.
12.

Los siguientes sistemas lineales Ax = b tienen x como la solucién real y X como una solucién aproxi-
mada. Calcule [|x — X[l ¥ | AX — b||-

1 1 1
A Ty, = — b. xi+2x+3x3=1,
a 2X1 + 3x2 63’
1 1 1 2x1 + 3x; +4x; = —1,
X1+ =X = —,
370477 168 3x1 +4x; + 6x3 = 2,

t
- (L1 x = (0, -7, 5),
776)"
% = (—0.33, 7.9, 5.8)".

X = (0.142, —0.166)".
C. X+ 2x +3x3 =1, d. 0.04x; +0.01x, — 0.01x3 = 0.06,
2x1 4 3x, +4x3 = —1, 0.2x; + 0.5x, — 0.2x3 = 0.3,
3x; +4x; +6x3 =2, X1+ 2x 4+ 4xz3 =11,
x = (0,-7,5)", x = (1.827586, 0.6551724, 1.965517)",
£ =(-0.2,-7.5,54). X =(1.8,0.64,1.9).

Los siguientes sistemas lineales Ax = b tienen x como la solucién real y X como una solucién aproxi-
mada. Calcule ||X — X[l ¥ | AX — b||-

a. 3.9x;+1.5x, =54, b. xp + 2x, = 3,
6.8x; —2.9x, = 3.9, 1.001x; — x, = 0.001,
x= (1, 1), x= (1,1,
X = (0.98, 1.02)". X = (1.02,0.98)".

C. x|+ x + x3 = 2m, d. 0.04x; +0.01x, —0.01x3 = 0.0478,
—X1 +x, —x3 =0, 0.4x; + 0.1x, — 0.2x3 =0.413,

X1 +x3 =, X1+ 2x+  3x3 =0.14,

x= (0,7, ), x = (1.81, —1.81,0.65)’,
% =(0.1,3.18,3.10)". X=(2,-2,1).

EJERCICIOS TEORICOS

a. Verifique que la funcién || - ||;, definida en R” mediante

n
Ixll = lxl,
i=1

es una norma en R".
b. Encuentre ||x]|; para los vectores determinados en el ejercicio 1.
c. Pruebe eso para todas las x € R", [|x|l; > [|x]|2.

La norma matricial || - ||, definida por[|A[l; = Hnﬁéxl IIAX||;, se puede calcular con la férmula
x| =

n

Al = mdx E laijl,
I=j=n % :
1=

donde la norma vectorial || - ||, se define en el ejercicio 9. Encuentre || - |||, para las matrices en el ejer-
cicio 5.
Muestre con un ejemplo que || « ||, definida por || A|| o = | I<nié)<(n |a;;|, no define una norma matricial.
Muestre que || + ||o, definida por o

n

lAllo = layl,

i=1 j=I1

es una norma matricial. Encuentre || - ||g, para las matrices en el ejercicio 5.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

bl
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a. Lanorma de Frobenius (que no es una norma natural) se define para una matriz A n X n mediante

n n 12
1AllF = (ZZWP) :

i=1 j=I

Muestre que || + || r es una norma matricial.
b. Encuentre || - || r para las matrices en el ejercicio 5.
c.  Para cualquier matriz A, muestre que | Al> < | Allr < n'/?||A|l,.
En el ejercicio 13 se defini6 la norma de Frobenius de una matriz. Muestre que para cualquier matriz A
n X ny vector xen R", || Ax||, < [|A]l¢|IX]|2.
Si S es una matriz definida positiva n X n. Para cualquier x en R” defina ||x|| = (x'Sx)!/>. Muestre
que esto define una norma en R". [Sugerencia: Utilice la factorizaciéon Cholesky para S y muestre que
X' Sy = y'Sx < (xX'Sx)'/2(y'Sy)'/2.]

Si S es una matriz real y no singular y si || - || es cualquier norma en R". Defina || - ||" por || x| = ||Sx]|.
Muestre que || - |’ también es una norma en R”.

Pruebe que si || - || es una norma vectorial en R", entonces || A|| = mdx = || AX|| es una norma matri-
cial.

El siguiente extracto de Mathematics Magazine [Sz] proporciona una forma alternativa de probar la
desigualdad de Cauchy-Buniakowsky-Schwarz.

a. Muestre que cuando x # 0y y # 0, tenemos

n

Z:’:l Xi Vi -1 lz Xi _ Vi
(Z:‘l:l xiz)'/Z (Z?:1 yiz)l/z 2 i=1 (Z" 2)|/2 (Z" yz.)l/z

j=1%] j=1Yj

b. Utilice el resultado en la parte a) para mostrar que

n n 1/2 n 1/2
os(5) (89
i=1 i=1 i=1

Muestre que la desigualdad Cauchy-Buniakowsky-Schwarz se puede extender a
n n n 1/2 n 1/2
S =3 b < (z ) (z yf) |
i=1 i=1 i=1 i=1

PREGUNTAS DE ANALISIS

El andlisis del error para problemas relacionados con vectores y matrices implica medir el tamafio de
los errores en un vector o matriz. Existen dos tipos comunes de andlisis de error que se usan para este
propésito. ;Qué son y como se utilizan las normas vectoriales y matriciales?

(Cudl es la norma espectral y cémo difiere de las normas definidas en esta seccién?

(Qué es una norma p y cémo difiere de las normas definidas en esta seccién?

(Qué es una norma de Frobenius y como difiere de las normas definidas en esta seccién?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 7.2

1.

Calcule los eigenvalores y eigenvectores asociados de las siguientes matrices.
2 -1 0 1
a. [ 1 ’ } b. { 1 c. {

21 0 -1 2 0
d. 1 2 0 e. 0 3 4 f.
0 0 3 0o 0 7

—_ NN RI= O
— W = Ol
—_
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LRI,

11.

12.

13.

14.

Calcule los eigenvalores y eigenvectores asociados de las siguientes matrices.

R E IR

302 -1 10 0 2 00
d. 1 -2 3 e. -1 3 0 f. 0 2 4
2 0 4 2 2 —3 0 -1 2

Encuentre los eigenvalores complejos y eigenvectores asociados de las siguientes matrices.

[ 2 2 1 2
a'_—lZ} b. _12}

Encuentre los eigenvalores complejos y eigenvectores asociados de las siguientes matrices.

1o 2 [0 1 —2
a. 01 -1 b. |1 0 0
[ U IS

Encuentre el radio espectral para cada matriz en el ejercicio 1.
Encuentre el radio espectral para cada matriz en el ejercicio 2.
(Cudl de las matrices en el ejercicio 1 son convergentes?
(Cuadl de las matrices en el ejercicio 2 son convergentes?
Encuentre la norma /, para las matrices en el ejercicio 1.
uentre la no matrices en el ejercicio 2.
Encuentre la norma /, para las matrices en el cicio 2

. 1 !
SiA = { 1 (1) } yA, = { 1 } . Muestre que A; no es convergente, pero que A, es conver-

2
L 16 L
gente. 402 2

Una matriz A n X n recibe el nombre de nilpotente si existe un entero m con A” = O. Muestre que si
A es un eigenvalor de una matriz nilpotente, entonces A = 0.

EJERCICIOS APLICADOS

En el ejercicio 11 de la seccion 6.3, supusimos que la contribucién de un escarabajo hembra de cierto
tipo para la poblacién de escarabajos de los afios futuros se podia expresar en términos de la matriz

0 0 6
A=|1 0 0],
0 1 0

donde la entrada en la i-ésima fila y la j-€sima columna representa la contribucién probabilistica de un

escarabajo de edad j en la poblacién hembra del siguiente afio de edad i.

a. ;Lamatriz A tiene algin eigenvalor real? En este caso, determinelo, asi como cualquier eigenvec-
tor asociado.

b. Si se necesita una muestra de esta especie para propositos de pruebas de laboratorio que tendria
una proporcion constante en cada grupo de edad afio con afio, ;qué criterios se impondrian en la
poblacion inicial para garantizar la satisfaccion de este requisito?

En el ejercicio 11 de la seccion 6.5 se considerd una poblacion de escarabajos hembra, lo cual condujo

a la matriz

0 1/8 1/4 1)2
A | 12 0 0 o0
0 1/4 0 0
0

0 0 1/8

donde las entradas a;; denotan la contribucién que un solo escarabajo hembra de edad j realizaria a la
siguiente poblacion de escarabajos hembra del siguiente afio de edad i.

a. Encuentre el polinomio caracteristico de A.

b. Encuentre el radio espectral p(A).

c. Dada cualquier poblacién inicial X = (x, X2, x3, x4)", de escarabajos hembra, ;qué sucedera al
final?



15.

16.

17.

18.
19.

20.

I
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EJERCICIOS TEORICOS

Muestre que el polinomio caracteristico p(A) = det(A — A[) para la matriz A n X n es de enésimo
grado. [Sugerencia: Expanda det(A — A1) a lo largo de la primera fila y utilice induccién matemadtica
en n.]

a. Muestre que si A es una matriz n X n, entonces

det A = ﬁ)x],
i=1

donde A;, ..., A, son los eigenvalores de A. [Sugerencia: Considere p(0).]
b. Muestre que A es singular siy sélosi A = 0 es un eigenvalor de A.
Sea A un eigenvalor de la matriz A n X n'y x # 0 un eigenvector asociado.
a. Muestre que A también es un eigenvalor de A”.

b. Muestre que para cualquier entero k > 1, A* es un eigenvalor de A* con eigenvector x.

¢.  Muestre que si existe A~!, entonces 1/4 es un eigenvalor de (A~")* con eigenvector x.

d. Generalice las partes b) y c) para (A~ ')* para enteros k > 2.

e. Dado el polinomio g(x) = qo + q1x + --- + qxx*, defina g(A) para la matriz g(A) =
qgol +q1A+ -+ qx A¥, Muestre que g(A) es un eigenvalor de g(A) con eigenvector X.

f. Seawa # A dado. Muestre que si A — o/ no es singular, entonces 1/(A — «) es un eigenvalor de

(A — al)~! con eigenvector Xx.
Muestre que si A es simétrica, entonces ||A||, = p(A).
Encuentre las matrices A y B para las que p(A + B) > p(A) + p(B). (Esto muestra que p(A) no
puede ser una norma matricial.)
Muestre que si || - || es una norma natural, entonces (||A~!||)~! < |A| < ||A|| para cualquier eigenva-
lor A de la matriz no singular A.

PREGUNTAS DE ANALISIS

Encuentre una aplicacién en la que el eigenvalor de 1 tenga un significado importante.
Analice la importancia geométrica del radio espectral relativo para los eigenvalores de una matriz A.
(En qué circunstancias el radio espectral de una matriz también es un eigenvalor de la matriz?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 7.3

1.

Encuentre las primeras dos iteraciones del método de Jacobi para los siguientes sistemas lineales, por
medio de x© = 0:

a. 3xi1— x+ x3=1, b. 10x;— x» =9,
3x; + 6x5 +2x3 =0, —x1 4+ 10x, — 2x3 =7,
3x; + 3x, + 7x3 = 4. — 2x, + 10x3 = 6.
c. 10x; 4+ 5x, =6, d. 4x1+ x4+ x3+ X5 =6,
S5x; 4+ 10x, — 4x3 =25, —x1—3x+ x34+ x4 =0,
— 4xy +8x3 — x4 =—11, 2x1 4+ X +5x3— x4— x5=0,
— X3+ 5x4=—11. —X]— Xo— Xx3+4x, =6,

2x) — X3+ x4+ 4xs =06.

Encuentre las primeras dos iteraciones del método de Jacobi para los siguientes sistemas lineales,
por medio de x© = 0:
a. 4xi+ x— x3=25, b.  —2xi+ x;+ 1x; =4,

—x1+3x+ x3=-4, X1 —2x; — %x3 =—4,

2x1+2x2+5x3=1. XQ+2)C3 =0.
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C. dxi+ xo— x34+ x4=-2, d. 4x;,— x» =0,
Xy +4xy — x3— x4=—1, =X+ — X =5,
—x1— X2+5x3+ x4=0, — X+ 4x3 =0,
X — X2+ )C3+3X4=1. +4X4— Xs =6’

— X4 +dxs— xe = =2,
— Xxs5+4xg = 6.

3. Repita el ejercicio 1 usando el método de Gauss-Siedel.

4. Repita el ejercicio 2 usando el método de Gauss-Siedel.

5. Utilice el método de Jacobi para resolver los sistemas lineales en el ejercicio 1, con TOL = 1073 con la
norma /..

6. Utilice el método de Jacobi para resolver los sistemas lineales en el ejercicio 2, con TOL = 1073 con la
norma /o

7.  Utilice el método de Gauss-Siedel para resolver los sistemas lineales en el ejercicio 1,con TOL = 1073
con la norma /.

8.  Utilice el método de Gauss-Siedel para resolver los sistemas lineales en el ejercicio 2, con TOL = 1073
con la norma /x.

9. Elsistema lineal
2X1 — Xy +x3 = —1,

2x1 +2xy +2x3 =4,
—X| — Xy +2x3 = =5,

tiene la solucién (1,2, —1)".

a.  Muestre que p(T;) = g > 1.

b. Muestre que el método de Jacobi con x® = 0 falla al proporcionar una buena aproximacion
después de 25 iteraciones.

c.  Muestre que p(T,) = 1.

d. Utilice el método de Gauss-Siedel con x® = 0 para aproximar la solucién para el sistema lineal
dentro de 107° con la norma /.

10. El sistema lineal

X1 +2.X2—2X3 :7,
X1+ X+ x3=2,
2X1 +2X2 + x3 =5

tiene la solucién (1,2, —1)".

a.  Muestre que p(7;) = 0.

b. Utilice el método de Jacobi con x© = 0 para aproximar la solucién para el sistema lineal dentro
de 1077 con la norma /.

¢.  Muestre que p(T,) = 2.

d. Muestre que el método de Gauss-Siedel aplicado como en la parte b) no proporciona una buena
aproximacion después de 25 iteraciones.

11. El sistema lineal

X1 — X3 = 0 2,
! + ! 1.425
— =X X — —X = —1. .
2 1 1 2 4 3
X1 — 5)62 + X3 = 2,

tiene la solucién (0.9, —0.8, 0.7)".
a. ;La matriz de coeficientes

—_ =

es estrictamente diagonalmente dominante?



12.
13.

14.
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Calcule el radio espectral de la matriz de Gauss-Siedel 7.

c.  Utilice el método iterativo de Gauss-Siedel para aproximar la solucién para el sistema lineal con
una tolerancia de 102 y un maximo de 300 iteraciones.

d. ;Qué pasa en la parte ¢) cuando el sistema cambia por el siguiente?

X1 — 2)C3 = 02,
1 1
—— - - = —1.425,
2x1 + 1x2 4x3
X, - Exz + x3 = 2.

Repita el ejercicio 11 usando el método de Jacobi.

Utilice a) el método de Jacobi y b) el método de Gauss-Siedel para resolver el sistema lineal Ax = b
dentro de 107> con la norma /., donde las entradas de A son

2i, cuando j=iyi=1,2,...,80,
j=i+2yi=1,2,...,78,
0.5/, cuando J=itzy T 8
j=i—2yi=34,...,80,
a,»’jz
0.25i, cuando J=iayi Tt
j=i—4yi=506 .80,

0, en otro caso,

y losde b son b; = 7, paracadai =1,2,...,80.

EJERCICIOS APLICADOS

Suponga que un objeto puede estar en cualquiera de los n + 1 puntos igualmente espaciados
X0, X1, ... , X, Cuando un objeto se encuentra en la ubicacion x;, es igualmente probable que se mue-
va ya sea hacia x;_; o haciax;y; y no se puede mover directamente hacia cualquier otra ubicacién.
Considere las probabilidades {P;}!_, de que un objeto que inicia en la ubicacion x; llegard al extremo
izquierdo xq antes de llegar al extremo derecho x,,. Claramente, Py = 1y P, = 0. Puesto que el objeto
se puede mover hacia x; s6lo desde x;_; 0 x;4; y lo hace con una probabilidad % para cada una de estas
ubicaciones,

1 1
P,-:EP,-,I—FEPI-H, paracada i =1,2,...,n — 1.
a. Muestre que
r1 _% [0 R, 07
1 1 . :
= bt op L
0. -1 1. . Py 0
~ Lo T
1 '~] Pnfl 0
-2 1 =
| 1
L Qe s 0 -1 1]

Resuelva este sistema usando n = 10, 50 y 100.
c. Cambie las probabilidades de vy 1 — « para movimiento hacia la izquierda y derecha, respecti-

vamente y derive el sistema lineal similar al de la parte a).

d. Repita la parte b) con o = 1.
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15. Las fuerzas en un puente peatonal descritas en la apertura de este capitulo satisfacen las ecuaciones en
la siguiente tabla:

Unién Componente horizontal ~ Componente vertical

® -F+%fi+h=0 Lfi—F=0
@ —LAH+LL=0 —LHi-pH-1fi=0
® L+ =0 /3 — 10000 =0
® ~ LB fi— f5=0 Y= F=0

Este sistema lineal se puede escribir en la forma matricial

(-1 0 0 2 1 0 0 0]
o -1t 0o 2 0o o o of[H] [ O ]
| F 0
0 0 -l 3 o o 1 o F 0
o 0 o0 —-%¥ 0 -1 -1 o0 fi | _ 0
o 0 0 0 -1 0 0 1 fa 0
o 0 o0 0 0 1 0 0 A 10000
NG NG fa 0
o 0 0o -2 o0 o X o||lAs] | o ]
L o o o o 0 0 —-¥ —1]

a. Explique porqué se reordend el sistema de ecuaciones.

b. Aproxime la solucién del sistema lineal resultante dentro de 1072 con la norma /., al utilizar como
aproximacion inicial el vector cuyas entradas sean 1 con i) el método de Jacobi y ii) el método de
Gaus-Siedel.

16. Un cable coaxial estd formado por un conductor interno de 0.1 pulgadas cuadradas y un conductor ex-
terno de 0.5 pulgadas cuadradas. El potencial en un punto en la seccién transversal del cable se describe
mediante la ecuacién de Laplace.

Suponga que el conductor interno se mantiene en O volts y el conductor externo se mantiene en

110 volts. Aproximar el potencial entre los dos conductores requiere resolver el siguiente sistema

lineal. (Consulte el ejercicio 5 de la seccién 12.1.)

T4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0T
1 4 - 0 0 0 0 0 0| w 1 T[20T7
0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 W 110
0O 0 -1 4 0 -1 0 0 0 0 0 0 w3 110
1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 e 220
- - Ws 110
O 0 0 -1 0 4 0 -1 0 0 0 0 Wwe 110
o 0 0 0 -1 0 4 0 -1 0 0 0 wy | | 110
O 0 0 0 0 -1 0 4 0 0 0 —I ws 110
We 220
O 0 0 0 0 0 -1 0 4 -1 0 0 W 110
O 0 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 0 Wi 110
o 0 o0 O o0 o 0 0 0 -1 4 —1|Lwa2] L 220 |
. 0o 0o 0 0 0 -1 0 0 0 0 —1 4|

a. ;La matriz es estrictamente diagonalmente dominante?
b. Resuelva el sistema lineal usando el método de Jacobi con x© = 0y TOL = 1072,
c. Repita la parte ¢c) mediante el método de Gauss-Siedel.
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EJERCICIOS TEORICOS

17. Muestre que si A es estrictamente diagonalmente dominante, entonces ||7]| < 1.
18. a. Pruebe que
k
171

k k 0 k 1 0
Ix© = x|l < IT1* 1x” —xIy Ix© —x|| < 1—7||T||”X( P —xO,

donde T es una matrizn X ncon||T| <1y

x =7x* D pe k=1,2,...,

con x arbitrario,c e R",y x = T'x + c.

b. Aplique las cotas del ejercicio 1, cuando sea posible, mediante la norma /.
19. Suponga que A es definida positiva.

a. Muestre que podemos escribir A= D — L — L', donde D es diagonal con d;; > 0 para cada
1 <i < ny Les triangular inferior. Ademds, muestre que D — L es no singular.
SiT,=(D—L)"'L'y P =A—T]AT,. Muestre que P es simétrica.
Muestre que 7, también se puede escribir como T, = [ — (D — L)™' A.
SiQ=(D - L) 'A Muestreque T, =1 — Qy P = Q'[AQ™' — A+ (0" 'AlQ.
Muestre que P = Q' DQ'y P es definida positiva.
Sea A un eigenvalor de T, con eigenvector X # 0. Utilice la parte b) para mostrar que X' Px > 0
implica que [A| < 1.
g. Muestre que T, es convergente y prueba que el método de Gauss-Siedel converge.

=0 a0 o

PREGUNTAS DE ANALISIS

1. El GMRES es un método iterativo que se usa para la resolucién de grandes sistemas lineales no simé-
tricos dispersos. Compare ese método con los métodos iterativos analizados en esta seccion.

2. (Los métodos directos, como la eliminacion gaussiana o la factorizacién LU, son mas eficientes que
los métodos directos, como Jacobi o Gauss-Siedel, cuando el tamaio del sistema aumenta significati-
vamente?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 7.4

1. Encuentre las primeras dos iteraciones del método SOR con w = 1.1 para los siguientes sistemas linea-
les, usando x© = 0:

a. 3x1— x4+ x=1, b. 10x; — x» =9,
3x; 4+ 6x2 + 2x3 =0, —x1 + 10x; — 2x3 =17,
3x1 4+ 3x + x5 = 4. — 2x, 4+ 10x; = 6.
c. 10x; 4+ 5x; =6, d. 4x;4+ x4+ x3+ x5 =6,
S5x; 4 10x; — 4x3 =25, —x; =30+ x3+ x4 =6,
— 4xy 4+ 8x3 — x4 = —11, 2x1+ X+ 5x3 — x4 — x5 =06,
— X3+ 5x4=—11. —X| — Xo— Xx3+4x, =6,

2)62— X3 + X4+4X5 =6.

2. Encuentre las primeras dos iteraciones del método SOR con w = 1.1 para los siguientes sistemas linea-
les, usando x© = 0:

a. 4dx;+ xp,— x3=25, b. —2xi+ x, + %x3 =4,
34 x— xi=2n— bx = —4,

2x1 + 2x, + 5x3 = 1. Xo + 2x3 =0.
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C. 4dxi+4+ x— x34+ x4=-2, d. 4x;— x, =0,
Xy +4x — x3— x4=-—1, —X; +4x — x3 =5,
—x1— X+ 5x3+ x4 =0, — X2+ 4x; =0,
X1 — x4+ x3+3x4=1. +4x, — x5 =6,
— x4 +4x5 — x6=—2,

— X5 +4x¢ = 6.

3. Repita el ejercicio 1 usando w = 1.3.

Repita el ejercicio 2 usando w = 1.3.

5. Utilice el método SOR con w = 1.2 para resolver los sistemas lineales en el ejercicio 1 con una tole-
rancia TOL = 1073 con la norma /..

6. Utilice el método SOR con w = 1.2 para resolver los sistemas lineales en el ejercicio 1 con una tole-
rancia TOL = 1073 con la norma /.

>

7. Determine cudles matrices en el ejercicio 1 son tridiagonales y definidas positivas. Repita el ejercicio 1
para estas matrices a través de la seleccion éptima de w.

8. Determine cudles matrices en el ejercicio 2 son tridiagonales y definidas positivas. Repita el ejercicio 1
para estas matrices a través de la seleccién éptima de w.

9. Utilice el método SOR para resolver el sistema lineal Ax = b dentro de 1075 con la norma /., donde
las entradas de A son

21, cuando j=iyi=1,2,...,80,

j=i+2yi=12....78,

0.5{, cuando ¢’ i

j=i—2yi=3,4,...,80,
dij =
j=i+4yi=1,2,...,76,

0.25i, cuando
j=i—4yi=5,6,...,80,

0, en otro caso,

ylasdebson b, =, paracadai =1,2,..., 80.

EJERCICIOS APLICADOS

10. Las fuerzas en los puentes peatonales descritas en la apertura de este capitulo satisfacen las ecuaciones
en la siguiente tabla:

Unién Componente horizontal ~ Componente vertical

® —F+2fi+L=0 Lfi-F=0
® —LA+LA=0 -LAH-f-1f=0
® —fH+f=0 f3 — 10000 =0
® ~ L fi—fs=0 V- F=0

Este sistema lineal se puede escribir en forma matricial

21 0 0 07rpR 0
0 -1 0o ¥ 0 0 F, 0
0 0 -1 0 Lo Fy 0
0o 0 0 -2 o -1 -1 o0 fi 0
o 0 0 0 -1 0 o 1]||Al | o
o 0 0 0 0 1 0 0 5 10000
0 0 0 -2 0o 0o £ o0 fa 0
L 0 0 © 0 o o —-¥ 1]t 1L o]



11.

12.
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a. Explique por qué se reorden¢ el sistema de ecuaciones.
b. Aproxime la solucién del sistema lineal resultante dentro de 1072 con la norma /4, usando como
aproximacion inicial el vector cuyas entradas son nimeros 1 y el método SOR con w = 1.25.

Suponga que un objeto puede estar en cualquiera de los n + 1 puntos igualmente espaciados
Xo, X1, ..., X,. Cuando un objeto se encuentra en la ubicacion x;, es igualmente probable que se mueva
ya sea hacia x;_; o hacia x; 1, y no se pueda mover directamente hacia cualquier otra ubicacién. Conside-
re las probabilidades { P;}/_ de que un objeto que inicia en la ubicacion x; llegue al extremo izquierdo xo
antes de llegar al derecho x,,. Claramente, Py = 1y P, = 0. Puesto que el objeto se puede mover hacia
x; s6lo desde x;_; 0 x4y lo hace con una probabilidad % para cada una de estas ubicaciones,

1 1
P,-:EPH—i—EP,-H, paracada i =1,2,... ,n—1.
a. Muestre que
- 1 -
1 -1 Orrervenne cunen 0
1 1 - :
0-.—1. 1. - Py 0
’ P, 0
1 -1 n—1
-2 L =
I P ) -1 1]

b. Resuelva este sistema usando n = 10, 50 y 100.
c. Cambie las probabilidades de @ y 1 — a para movimiento hacia la izquierda y hacia la derecha,
respectivamente y derive el sistema lineal similar al de la parte a).
d. Repitala parte b) con ¢ = %
Un cable coaxial estd formado por un conductor interno de 0.1 pulgadas cuadradas y uno externo de
0.5 pulgadas cuadradas. El potencial en un punto en la seccion transversal del cable se describe con la
ecuacion de Laplace.
Suponga que el conductor interno se mantiene en 0 volts y que el externo se mantiene en 110
volts. Aproximar el potencial entre los dos conductores requiere resolver el siguiente sistema lineal.

(Consulte el ejercicio 7 de la seccién 12.1.)

a. (Lamatriz es definida positiva?
b. A pesar de que la matriz no es tridiagonal, sea

2

w =

L+ /T=1p(THP

T4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 07
1 4 -1 0O 0 0 0 0 0 0 0 W 220
0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 W 110
0 0 -1 4 0 -1 0 0 0 0 0 0 w3 110
Wa 220

1 0 0 0 4 0 -1 0 0 0 0 0
Ws 110
0 0 0 -1 0 4 0 -1 0 0 0 0 Wy 110
0 0 0 0 -1 0 4 0 -1 0 0 0 wy 110
O 0 0 0 0 -1 0 4 0 0 0 —I ws 110
Wwo 220
0O 0 0 0 0 0 -1 0 4 -1 0 0 o 110
O 0 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 0 Wit 110
o 0 0 0 0 0 0 0 0 —1 4 —1 Wi 220

. o 0o 0 0 0 -1 0 0 0 0 —1 4|
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13.

14.

Aproxime la solucién para el sistema lineal usando el método SOR con x® = 0y TOL = 1072,
c. (El método SOR supera a los métodos de Jacobi y Gauss-Siedel?

EJERCICIOS TEORICOS
Pruebe el teorema 7.24 de Kahan. [Sugerencia: Si Ay, ..., A, son eigenvalores de T,, entonces
det 7, = [[/_, 2. Puesto que D! = det(D — wL) 'y el determinante de un producto de matrices es

el producto de los determinantes de los factores, el resultado sigue la ecuacién (7.18).]

En el ejercicio 19 de la seccion 7.3 se describid una técnica para probar que el método de Gauss-Siedel
converge cuando A es una matriz definida positiva. Extienda este método de prueba para mostrar que
en este caso también existe convergencia para el método SOR con 0 < w < 2.

PREGUNTAS DE ANALISIS

(El método de andlisis en esta seccidn se puede aplicar a desigualdades lineales? ; Por qué si o por qué no?
(Por qué seleccionar x,-(?l para que una coordenada del vector residual sea cero no es necesariamente el
método mds eficiente para reducir la norma del vector ri(i)l?

A menudo, es deseable acelerar (sobre-relajacion) o frenar (sub-relajacion) los cambios en los valores
de la variable dependiente de iteracion a iteracion. El proceso de sobre-relajacion se utiliza con fre-

cuencia junto con el método de Gauss-Siedel. ;Cudndo se usa el proceso de sub-relajacién?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 7.5

1.

Calcule nimeros de condicion de las siguientes matrices relativas a || « || -

1ol 3.9 16
A { Lo ] b { 6.8 2.9 }

3 4
. 12 4 | 1003 5809
| Looo01 2 © | 5550 3218

Calcule nimeros de condicion de las siguientes matrices relativas a || « |-

0.03 589 b { 58.9 0.03 }
531 —6.10 —6.10 531
-1 -1 0.04 001 —0.01
c. |0 1 -1 d. 02 05 —02
0 0 -1 12 4

Los siguientes sistemas lineales Ax = b tienen x como la solucion real y a ¥ como una solucién apro-
ximada. Por medio de los resultados del ejercicio 1, calcule

=%y el 2 ARl
1Al
LSS b, 3.9% + 1.6x, = 5.5,
2 3 63 6.8x; +2.9x, = 9.7,
3T T Tes x= (1,1,
1 1\’ £ =1(0.98,1.1)".
X = (57 _6) ,
% = (0.142, —0.166)".
c. X; 4 2x;, =3, d. 1.003x; 4 58.09x, = 68.12,
1.0001x; 4+ 2x, = 3.0001, 5.550x; + 321.8x, = 377.3,
x= (1. 1), x = (10, 1,

X = (0.96, 1.02)". X = (—10, 1)".
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Los siguientes sistemas lineales Ax = b tienen x como la solucién real y a ¥ como una solucién aproxi-
mada. Por medio de los resultados del ejercicio 2, calcule

=%l y  Kao(a) P A%l
1Al
a. 0.03x; +58.9x, = 59.2, b. 58.9x; +0.03x, = 59.2,
531x, — 6.10x, = 47.0, —6.10x, + 5.31x, = 47.0,
x = (10, 1), x = (1, 10)",

% = (30.0, 0.990)". %= (1.02,9.98)"

C. X|—X,—Xx3=2m, d. 0.04x; +0.01x, — 0.01x3 = 0.06,
Xy — X3 = 0, 0.2X1 + 0.5X2 — 02)62 = 03,
— X3 = T. X1+ 2%+ 4xz =11,
x = (0, —m, —m)", x = (1.827586, 0.6551724, 1.965517)",
£ = (—0.1, =3.15, —3.14)". £ =(1.8,0.64,1.9).

i) Utilice eliminacién gaussiana y aritmética de tres digitos para aproximar las soluciones de los si-
guientes sistemas lineales. ii) A continuacidn utilice una iteracion de refinamiento iterativo para mejo-
rar la aproximacién y compare las aproximaciones con las soluciones reales.

a. 0.03x; + 58.9x, =59.2,
5.31x; — 6.10x, = 47.0.
Solucion real (10, 1),

b. 3.3330x; + 15920x, + 10.333x; = 7953,

2.2220x; + 16.710x, + 9.6120x; = 0.965,

—1.5611x; + 5.1792x, — 1.6855x; = 2.714.
Solucién real (1,0.5, —1)".

c. 1.19x; + 2.11x, — 100x3 + x4 = 1.12,

14.2x; — 0.122x, + 12.2x3 — x4 = 3.44,

100x, — 99.9x3 + x4 = 2.15,

153x; +0.110x, — 13.1x3 — x4 = 4.16.
Solucién real (0.17682530, 0.01269269, —0.02065405, —1.18260870)".

d.  7x —  exs++/2x;5 — /3y = V11,
3
72X+ ex, — e’x3 + 7x4:0,
\f5x| — \/gxz + X3 — \/§X4 =T,

1
w3x + ety — \ﬁxs + §X4 =2
Solucidn real (0.78839378, —3.12541367, 0.16759660, 4.55700252)" .

Repita el ejercicio 5 mediante aritmética de redondeo de cuatro digitos.

El sistema lineal
1 2 X1 _ 3
1.0001 2 x> | | 3.0001

tiene solucién (1, 1). Cambie A ligeramente por

[\

| .
{ 0.9999

\S}

y considere el sistema lineal

1 2 X [3
0.9999 2 X | 3.0001 |-

Calcule la nueva soluciéon mediante aritmética de redondeo de cinco digitos y compare el error real con
el cdlculo (7.25). ;A estd mal condicionada?
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10.

11.

12.

El sistema lineal Ax = b dado por
1 2 X1 _ 3
1.00001 2 x|~ | 3.00001

tiene solucion (1, 1)". Utilice aritmética de redondeo de siete digitos para encontrar la solucién del

sistema perturbado
1 2 x; | _ | 3.00001
1.000011 2 x2 | | 3.00003

y compare el error real con el estimado (7.25). A estd mal condicionada?
La matriz de Hilbert H"™ n = n (consulte la pigina 380) definida por

(n) _ 1

s 1=ij=n
ij itj—1 J

es una matriz mal condicionada que surge al resolver las ecuaciones normales de los coeficientes
del polinomio de minimos cuadrados (consulte el ejemplo 1 de la seccion 8.2).
a. Muestre que

16 —120 240  —140
—120 1200 —2700 1680

@H1-1 _
(HE = 240 —2700 6480 —4200
—140 1680 —4200 2800
y calcule Koo (H®).
b. Muestre que
25 —300 1050 —1400 630
—300 4800  —18900 26880 —12600
[HO1 ' = 1050 —18900 79380 —117600 56700

—1400 26880 —117600 179200 —88200
630 —12600 56700  —88200 44100

y calcule K (H®).
c. Resuelva el sistema lineal

X1 1
@|* | _|0
H X3 - 0
X4 1

mediante aritmética de redondeo de cinco digitos y compare el error real con el estimado en
(7.25).
A través de aritmética de redondeo de cuatro digitos calcule la inversa H~! de la matriz de Hilbert H
de tamafio 3 X 3y, a continuacién, calcule & = (H~")~". Determine ||H — H||n.

EJERCICIOS TEORICOS
Muestre que si B es singular, entonces
1 _llA-B|
KA — Al
[Sugerencia: Existe un vector con ||x|| = 1, como Bx = 0. Derive la estimacién mediante || Ax|| >

X[l / 1A=

Usando el ejercicio 11, calcule los nimeros de condicion para las siguientes matrices:

a 1 2 b 39 1.6
) 1.0001 2 : 6.8 29
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PREGUNTAS DE ANALISIS

Se puede juzgar la precisién de una aproximacién x para Ax = b al calcular la magnitud del vector
residual » = b — Ax mediante cualquier norma. Sin embargo, un residuo pequeflo no necesariamen-
te implica que el error en la solucion es pequeiio. ;Por qué? ;Qué se puede hacer para superar este
problema?

(Cudl es el valor real del nimero de condicion de una matriz A dependiente de la norma matricial que
se usa para calcularlo? En ese caso, proporcione ejemplos para respaldar su respuesta.

(Por qué es dificil y/o poco practico calcular con precision el nimero de condicién?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 7.6

1.

El sistema lineal

1 5
TR
1 1 11
IR T

tiene la solucion (x;, x,)" = (1/6, 1/7)".

a. Resuelva el sistema lineal mediante eliminacién gaussiana con aritmética de redondeo de dos
digitos.

b. Resuelva el sistema lineal usando el método de gradiente conjugado (C = C~' = I) con
aritmética de redondeo de dos digitos.

c.  (Qué método da la mejor respuesta?

d. Seleccione C~! = D~!/2, ;Esta eleccién mejora el método de gradiente conjugado?

El sistema lineal

0.1x; +0.2x, = 0.3,
0.2x; + 113x, = 113.2,

tiene solucién (xy, x,)" = (1, 1)". Repita las instrucciones del ejercicio 1 en este sistema lineal.
El sistema lineal

1 1 5
X+ §x2+ 3B =g
1 5

E)Cl + ng + ZX3 = E,

17
3 4 57760

tiene solucién (1, —1, 1)".

a. Resuelva el sistema lineal mediante eliminacion gaussiana con aritmética de redondeo de tres
digitos.

b. Resuelva el sistema lineal usando el método de gradiente conjugado con aritmética de redondeo
de tres digitos.

c. (El pivoteo mejora la respuesta en a)?

d. Repita la parte b) mediante C~! = D~1/2. ;Esto mejora la respuesta en b)?

Repita el ejercicio 3 por medio de aritmética de precision tinica en una computadora.

Realice s6lo dos pasos del método de gradiente conjugado con (C = C~!' = I) en cada uno de los

siguientes sistemas lineales. Compare los resultados en las partes b) y ¢) para los resultados obtenidos

en pares b) y c) del ejercicio 1 de la seccion 7.3 y el ejercicio 1 de la seccion 7.4.

a. 3.X17 X2+ X3 = 1, b. :9,
—X] -+ 6.X2 + 2X3 = 0, —X] -+ 10X2 - 2X3 = 7,
X1 + 2X2 =+ 7)(3 =4, — 2)(2 + 10X3 = 6

10x1 — X2
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c. 10x;+ 5x, =6, d. 4dx;14+ x— x3+ x4=-2,
Sx; 4+ 10x, — 4x3 =25, Xp+4x — x3— x4=-—1,
— 4dx, +8x3 — x4 = —11, —Xx;1— Xp+5x3+ x4 =0,
— x3+5x4 = —11. X;— X2+ x3+4+3x5=1.
e. 4xi+ xo+ x3+ x5 =06, f. 4x,— x =0,
X1 +3x+ x5+ X =6, —x1+4x0 - x; =5,
X1+ X +5x3— x4— x5=06, — X2 +4x3 =0,
Xy — X3 +4xy =6, +4x4 — x5 =6,
X — x3+  +4xs=6. — X3 t+4xs— X = =2,
— Xs+4xe = 6.
6. Repita el ejercicio 5 mediante C~! = D~1/2,

7. Repitael ejercicio 5 con TOL = 103 con la norma l,- Compare los resultados en las partes b) y ¢) con
los obtenidos en los ejercicios 5y 7 de la seccidén 7.3 y el ejercicio 5 de la seccién 7.4.

8. Repita el ejercicio 7 mediante C~' = D~'/2,

9.  Aproxime las soluciones para los siguientes sistemas lineales Ax = b dentro de 107> con la norma oo

i)

4, cuando j =iy i=1,2,...,16,
j=i+1lyi=1,2,3,56,7,9,10,11, 13, 14, 15,
j=i—1yi=2,3,46,7,8,10,11,12, 14, 15, 16,

a;j =< —1, cuando o i
j=i+4yi=1,2,...,12,
j=i—4yi=5,6,...,16,

0, en otro caso

y
b = (1.902207, 1.051143, 1.175689, 3.480083, 0.819600, —0.264419,
—0.412789, 1.175689, 0.913337, —0.150209, —0.264419, 1.051143,
1.966694, 0.913337, 0.819600, 1.902207)°
ii)
4, cuando j =iy i=1,2,...,25,
. . 1,2,3,4,6,7,8,9,11, 12,13, 14,
j=it+lyi=
16,17, 18, 19,21, 22, 23, 24,
L . 2,3,4,5,7,8,9,10, 12,13, 14, 15,
a,j=<—1, cuando ¢ j=i—1yi=
17,18, 19, 20, 22, 23, 24, 25,
j=i+5yi=12,...,20,
j=i—-5yi=6,7,...,25,
0, en otro caso
y
b=(1,0,-1,0,2,1,0,-1,0,2,1,0,-1,0,2,1,0,-1,0,2,1,0,-1,0,2)
ii)

2i, cuandoj=iyi=12,...,40,

j=it+lyi=12,...,39,

aij =< —1, cuando " ]
j=i—1lyi=2,3,...,40,

0, en otro caso
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11.

12.
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yb; =1.5i —6, paracadai =1,2,...,40

a. Utilice el método de Jacobi.

b. Utilice el método Gauss-Siedel.

c. Utilice el método SOR conw = 13 eni),w = 12enii),y w = 1.1 en iii).

d. Utilice el método de gradiente conjugado y precondicionamiento con C~! = D~1/2,

Resuelva el sistema lineal en el ejercicio 14b) del conjunto de ejercicios 7.3 con el método de gradiente
conjugadocon C~! = 1.

Si

4 -1 0 0 -1 0 0 0
1 4 -1 0 0 -1 0 0
T S L A I T S S S S IR
0 0 -1 4 0 0 0 -1
T0 0 0 0
00 00
=10 00 o0
L0 0 0 0

A partir de la matriz A de 16 X 16 en forma particionada

A, -1 O O
-1 A -1 O
o -1 A I
0O 0 -1 A

A=

Sib=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,1,2,3,4,5,6)".

a. Resuelva Ax = b usando el método de gradiente conjugado con tolerancia 0.05.

b. Resuelva Ax = b usando el método de gradiente conjugado precondicionado con tolerancia
C~!' = D2y tolerancia 0.05.

c. ;Hay alguna tolerancia para la que los métodos de la parte a) y b) requieran un nimero diferente
de iteraciones?

EJERCICIOS APLICADOS

Un cable coaxial estd fabricado con un conductor interno de 0.1 pulgadas cuadradas y un conductor
externo de 0.5 pulgadas cuadradas. El potencial en un punto en la seccién transversal del cable estd
descrito por la ecuacion de Laplace.

Suponga que un conductor interno se mantiene a O volts y el conductor externo se mantiene a 110

volts. Aproximar el potencial entre los dos conductores requiere resolver el siguiente sistema lineal.
(Consulte el ejercicio 5 de la seccién 12.1.)

-1

4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 07
4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0| w 7 T207
0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 Wa 110
0 0 -1 4 0 -1 0 0 0 0 0 0 w3 ;;8
1 0 0 0 4 0 -1 0 0 0 0 0 "
W 110
0 0 0 -1 0 4 0 -1 0 0 0 0 we | | 110
0O 0 0 0 -1 0 4 0 -1 0 0 o0 wy | T | 110
0O 0 0 0 0 -1 0 4 0 0 0 -1 ws 110
Wwo 220
0 0 0 0 0 0 -1 0 4 -1 0 o0 Wi 110
0 0 0 0 0 0 0 —1 4 —1 Wiy 110
0O 0 0 0 o0 0O 0 0 -1 4 —1|Lwol L 220 |
0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 4|

Resuelvaelsistema lineal usando el método de gradiente conjugadocon 7OL = 1072y C~! = D7,
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13.

14.

15.

16.

17.

Suponga que un objeto puede estar en alguno de los n + 1 puntos igualmente espaciados xg, Xy, ... , X,.
Cuando un objeto se encuentra en la ubicacion x;, es igualmente probable que se mueva ya sea
hacia x;_; 0 x;1; y no se mueva directamente a cualquier otra ubicacion. Considere las probabilidades
{P;}]_, de que un objeto que comienza en la ubicacion x; llegard al extremo izquierdo x; antes de llegar
al extremo derecho x,,. Claramente, P, = 1 y P, = 1. Puesto que el objeto se puede mover hacia x; sélo
desde x;_; 0x;4; y lo hace con una probabilidad de % para cada una de estas ubicaciones,

1 1
Pi=_-P_+ =P, paracadai=1,2,...,n—1.

2 2
a. Muestre que

- 1 -

1 -1 Qvveoenne vennn 0

1 1 - :
b e P, L
0. —3. 1 o0
' P, 0

1 -1 n—1
-2 1 =
| P ) —1 1]

Resuelva este sistema usando n = 10,50 y 100.

c. Cambie las probabilidades de a y 1 — a para movimiento hacia la izquierda y derecha, respecti-
vamente y derive el sistema lineal de manera similar al de la parte a).

1

d. Repita la parte b) cona = 3.

EJERCICIOS TEORICOS

Utilice las propiedades de transposicion dadas en el teorema 6.14 en la pdgina 295 para probar el teo-

rema 7.30.

a. Muestre que un conjunto de vectores diferentes de cero ortogonal a A relacionados con una matriz

definida positiva es linealmente independiente.

b. Muestre que si {v(", v®, ..., v} es un conjunto de vectores diferentes a cero ortogonal a A en
Ry zv? =0,paracadai = 1,2,...,n,cuando z = 0.

Pruebe el teorema 7.33 mediante induccién matemadtica de acuerdo con lo siguiente:

a.  Muestre que (r'), v®V) = 0.

b. Suponga que (r®, v’} =0, paracadak <lyj=1,2,... k, y muestre que esto implica que
(r, v =0,paracada j = 1,2,... [

c.  Muestre que (r*", vy = 0.

En el ejemplo 3, se encontraron los eigenvalores para la matriz A y la matriz condicionada A. Utilice-

los para determinar los nimeros de condicién de A y A con la norma .

PREGUNTAS DE ANALISIS

El método de gradiente conjugado se puede usar para resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b,
donde A es una matriz semidefinida positiva simétrica y singular. Sin embargo, el método diverge en
ciertas condiciones. ;Cudles son? ;La divergencia se puede evitar?

El método de gradiente conjugado se puede usar como método directo o iterativo. Analice como se
puede utilizar en cada instancia.
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PREGUNTAS DE ANALISIS (FINAL DEL CAPITULO)

1. PARALUTION es una biblioteca de codigo abierto para métodos iterativos dis-
persos con enfoque especial en tecnologia multindcleo y aceleradora como GPU.
Proporcione una descripcion general de este método.

2. Proporcione una descripcion general del kit de herramientas BPKIT.

Proporcione una descripcién general de la biblioteca SuperLU.

4. Proporcione una descripcion general del proyecto CERFACS.

w

CONCEPTOS CLAVE
Bien condicionada Matriz convergente Numero de condicién
Condicion de ortogonalidad ~ Método de Gauss-Siedel Polinomio caracteristico
de A Meétodo de gradiente Precondicionamiento
Desigualdad de Cauchy- conjugado Radio espectral
Bunyakovsky-Schwartz Meétodo de Jacobi Refinamiento iterativo
Distancia Norma del vector entre Sobre-relajacion
Distancia entre matrices vectores Stein-Rosenberg
Eigenvalor Norma euclidiana Sub-relajacién
Eigenvector Norma infinita Técnica iterativa SOR
Mal condicionada Norma matricial Vector residual

REVISION DEL CAPITULO

En este capitulo estudiamos técnicas iterativas para aproximar la solucion de los sistemas
lineales. Comenzamos con los métodos de Jacobi y Gauss-Siedel para introducir los métodos
iterativos. Ambos requieren una aproximacion inicial arbitraria x® y generan una sucesién
de vectores x*! mediante una ecuacién de la forma

XUt = 7x® 4 ¢,

Se observé que el método converge si y sélo si el radio espectral de la matriz de iteracién
po(T) < 1,y mientras el radio espectral sea mds pequeflo, mds rdpida serd la convergencia.
El andlisis de vectores residuales de la técnica de Gauss-Siedel condujo al método iterativo
SOR, que implica un pardmetro w para acelerar la convergencia.

Estos métodos iterativos y modificaciones se utilizan ampliamente en la solucién de
sistemas lineales que surgen en la solucion numérica de los problemas de valores en la fron-
tera y ecuaciones diferenciales parciales (consulte los capitulos 11 y 12). A menudo, estos
sistemas son muy grandes, en el orden de 10000 ecuaciones en 10000 incégnitas y estdn
dispersos con sus entradas diferentes a cero en posiciones predecibles. Los métodos itera-
tivos también son Utiles para otros grandes sistemas dispersos y se adaptan facilmente para
uso eficiente en computadoras paralelas.

Mais informacién sobre el uso de métodos iterativos para resolver sistemas lineales se
pueden encontrar en Varga [Varl], Young [Y], Hageman y Young [HY] y Axelsson [Ax].
Los métodos iterativos para grandes sistemas se analizan en Barrett ez al. [Barr], Hackbusch
[Hac], Kelley [Kelley] y Saad [Sa2].



