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E Numeros complejos

@ Utilizar la unidad imaginaria i para escribir nimeros complejos y sumar, restar,
multiplicar y dividir nimeros complejos.

# Encontrar las soluciones complejas de ecuaciones cuadraticas.

@ Escribir la forma trigonométrica de un nimero complejo.

# Encontrar potencias y raices n-ésimas de nimeros complejos.

Operaciones con niumeros complejos

Algunas ecuaciones no tienen soluciones reales. Por ejemplo, la ecuacién cuadratica
2+1=0 Ecuacién sin soluciones reales

No tiene soluciones reales porque no existe un nimero real x que elevado al cuadrado de
—1. Para contrarrestar esta deficiencia, los matematicos crearon un sistema expandido
de nimeros utilizando la unidad imaginaria i, definida como

i=v—1 Unidad imaginaria

Donde i? = —1. Al sumar niimeros reales a miltiplos reales de la unidad imaginaria, se
obtiene el conjunto de los nimeros complejos. Cada niimero complejo puede ser escrito
en su forma estandar (o forma binomial) a + bi. El nimero real a se conoce como la
parte real del nimero complejo a + bi, y el niimero bi (donde b es un nimero real) se
conoce como la parte imaginaria del nimero complejo.

Definicion de un nimero complejo

Dados a y b nimeros reales, el nimero
a+ bi

Es un niimero complejo. Si b # 0, entonces a + bi también se llama un nimero
imaginario.
Un nimero de la forma bi, con b # 0, se llama un niimero imaginario puro.

Para sumar (o restar) dos nimeros complejos, se suman (o se restan) las partes reales
e imaginarias de los nimeros respectivamente por separado.

Adicion y sustraccion de nimeros complejos

Sia + biy ¢ + di son dos nimeros complejos escritos en forma estdndar, entonces
su suma y su diferencia se definen de la siguiente manera.

Suma: (a + bi) + (c + di) =(a+ ¢) + (b + d)i
Diferencia: (a + bi) — (c +di) = (a —¢c) + (b — d)i
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COMENTARIO En lugar
de intentar memorizar la regla de
la multiplicacién de la derecha,
simplemente se puede recordar
c6mo se usa la propiedad
distributiva para multiplicar

dos nimeros complejos. El
procedimiento es similar a
multiplicar dos polinomios

y agrupando términos semejantes.

La identidad aditiva en el sistema de los nimeros complejos es el cero (el mismo
que en el sistema de los nimeros reales). Ademas el inverso aditivo del nimero complejo
a + bies.

- (a + bl) = —a — bi. Inverso aditivo.
De esta manera, se tiene

(@ + bi) + (—a—bi)=0+ 0i =0.

l Adicion y sustraccion de numeros complejos

a. B3-)+Q2+3)=3—-i+2+3i Remover paréntesis.
=3+2—-1i+3i Agrupar términos semejantes.
=0B+2)+(—1+23)
=5+2 Escribir en forma estandar.

b. 2i + (=4 —2i))=2i—4 —2i Remover paréntesis.

= —4+2i—2 Agrupar términos semejantes.
= —4 Escribir en forma estandar.

c. 3—(—2+4+3)+(-5+i)=3+2—-3i—5+i
=34+2—-5-3i+i
=0—-2i
= —2i ™ |

En el ejemplo 1(b), se observa que la suma de dos nimeros complejos puede dar por
resultado un nimero real.

Muchas de las propiedades de los nimeros reales son vélidas para los niimeros com-
plejos por igual. He aqui algunos ejemplos.

Propiedades asociativas de la suma y la multiplicacion
Propiedades conmutativas de la suma y la multiplicacion
Propiedad distributiva de la multiplicacion sobre la suma

Obsérvese a continuacién cémo se usan estas propiedades cuando se multiplican dos nu-
meros complejos.

(a + bi)(c + di) = alc + di) + bi(c + di) Propiedad distributiva.
= ac + (ad)i + (be)i + (bd)i? Propiedad distributiva.
= ac + (ad)i + (be)i + (bd)(—1) 2 =—1
=ac — bd + (ad)i + (bc)i Propiedad conmutativa.
= (ac — bd) + (ad + bc)i Propiedad asociativa.

El procedimiento anterior es similar a multiplicar dos polinomios, como en el llamado
método FOIL (por sus siglas en inglés, “First Outer Inner Last” que consiste basicamente
en multiplicar primero los términos externos y al tltimo los términos internos).
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m Multiplicacion de nimeros complejos

a. (3 + 2)(3 — 2i) =33 — 2i) + 2i(3 — 2i) Propiedad distributiva.
=90 — 6i + 6i — 4i> Propiedad distributiva.
=9 —6i + 6i — 4(—1) 2=
=9+4 Simplificar.
=13 Escribir en forma estandar.

b. (3 + 2i)2 = (3 + 2))(3 + 2i) Binomio al cuadrado.

= 3(3 + 2i) + 2i(3 + 2i) Propiedad distributiva.

=9+ 6i + 6i + 4i? Propiedad distributiva.

=94 6i +6i+ 4(—1) 2=-1

=0+ 12i — 4 Simplificar.

=5+ 12i Escribir en forma estandar. |

En el ejemplo 2 (a), se observa que el producto de dos nimeros complejos puede
ser un nimero real. Esto ocurre con pares de nimeros complejos de la forma a + bi 'y
a — bi llamados complejos conjugados.

(a + bi)(a — bi)

a’> — abi + abi — b3%i?
a? — b¥(—1)
=a®+ b?

Para escribir el cociente de a + bi 'y ¢ + bi en forma estdndar, donde ¢ y d no son
simultdneamente cero, se multiplica tanto el numerador como el denominador por el com-
plejo conjugado del denominador para obtener

a + bi _a +bifc—di Multiplicar el numerador y el denominador
c — di por el conjugado del denominador

c+di c+di
=(ac+bd)+(bc—ad)i_

Escribir en forma estandar.

2+ d?

m Expresar un nimero complejo en forma estandar
2+3i 2+4+3i(4+ 2 Multiplicar el numerador y el denominador
4 — 2 - 4 —2i\4 + 2j por el conjugado del denominador

_ 8+ 4i + 12i + 6i* —
16 — a2 “xpandir.
8 —6+ 160 PR
16 + 4 ’
2+ 16i S
20 Simplificar.
I + i ibir en f ind =
= — 4+ = scribir rma estdndar.
05 escribir en forma esténdar
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La
definicidn de la raiz cuadrada
principal utiliza la regla

Jab = Ja/b

paraa > 0y b < 0. Esta regla
no es vélida cuando ambos
ay b son negativos.

Por ejemplo,

V=5-5=V5(-1J/5(-1)
= /5i/5i
= /25i2
= 5i2
=-5
donde
J(=3)(=5) = /25 =5.

Para evitar algunos problemas
con la multiplicacién de raices
cuadradas de nimeros negativos,
se debe estar seguro de
convertirlos a su forma estandar
antes de multiplicarlos.

Numeros complejos

Soluciones complejas de ecuaciones cuadraticas

Cuando se usa la féormula general para resolver una ecuacién cuadritica, a menudo se
obtienen soluciones como V —3, la cual se sabe, no es un ndmero real. Al factorizar
V —1, se puede escribir este nimero en forma estandar.

VT3 = VAT = AT = a

El niimero V'3 es conocido como la raiz cuadrada principal de —3.

Raiz cuadrada principal de un numero negativo

Sea a es un nimero positivo, entonces la raiz cuadrada principal del nimero ne-
gativo —a se define como

I Expresar numeros complejos en forma polar

a. V/—3J/—12 = J3iJ/12i
= \/%iZ

=6(—1)
b. V/—48 — /=27 = J48i — J/27i
=43 — 3/3i
= J3i

e (=1+ /=30 =(-1+ J3i)
= (17 - 230 + (V3)(@®
=1-2Y3i+3(-1)

-2 —2/3i

I Soluciones complejas de una ecuacion cuadratica

Resolver 3x2 — 2x + 5 = 0.

Solucion
X = _(_2) * (_2)2 — 4(3)(5) Férmula general.
2(3) )
2+ /=56 o
= Simplificar.
6
2+ 2/14i S
= ? Escribir </ —56 en forma estandar.
V14

I+

i Escribir en forma estdndar.

W | =
W
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Forma trigonométrica de un numero complejo
Asi como los nimeros reales se pueden representar mediante puntos en la recta numérica
real, un niimero complejo de la forma

z=a+ bi

se puede representar como el punto (a, b) en un plano de coordenadas (el plano comple-
jo). El eje horizontal es llamado eje real y el eje vertical se llama eje imaginario, como
se muestra en la figura E.1.

El valor absoluto (o médulo) de un nimero complejo a + bi se define como la dis-
tancia entre el origen (0, 0) y el punto (a, b).

El valor absoluto de un numero complejo
El valor absoluto del nimero complejo a + bi esta dado por

la + bi| = Va? + b2

Cuando el nimero complejo a + bi es un nimero real (es decir si b = 0) la definicién
anterior concuerda con el valor absoluto de un niimero real.

la + 0i] = Va® + 0> = |d|

Para trabajar de manera eficiente con potencias y raices de nimeros complejos, es
util escribir a los nimeros complejos en forma trigonométrica. En la figura E.2, se
considera un nimero complejo no cero a + bi. Si 6 es el dangulo medido desde el eje real
positivo hasta el segmento de linea que conecta el origen y el punto (a, b) (medido en
sentido antihorario) se puede escribir

a=rcosf 'y b=rsenf
donde r = /a? + b2 En consecuencia, se tiene
a + bi = (rcos ) + (rsen 6)i

de donde se puede obtener la forma trigonométrica de un niimero complejo.

Forma trigonomeétrica de un nimero complejo
La forma trigonométrica del nimero complejo z = a + bi estd dada por

7z = r(cos 6 + isen 6)

dondea = rcos 0, b = rsenf, r = Ja* + b> y tan 6 = b/a. El nimero r se
conoce como el médulo de z y 0 es llamado el argumento de z.

La forma trigonométrica de un nimero complejo también se llama forma polar.
Dado que existen infinitas maneras de escoger 6, la forma trigonométrica de un nimero
complejo no es unica. Normalmente, 6 esté restringido al intervalo 0 = 6 < 2, sin em-
bargo, en ocasiones es conveniente utilizar 6 < 0.
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I Forma trigonométrica de un complejo

Escribir el nimero complejo z = —2 — 2V/3j en forma trigonométrica.
Soluciéon El valor absoluto de z es
r=]-2-2/31 = J(=27 + (-2V/3) = JI6 =4

y el dngulo 0 esta dado por

tan 0 = —
a
_2\/§
-2
= /3.

Debido a que tan(7/3) = V3 yaquez = —2 — 2V/3i esté en el cuadrante 111, se escoge
que 6 = 7 + /3 = 41r/3. De manera que la forma trigonométrica es

z = r(cos 6 + isen h)
= 4<cos dm + isen ﬁ)
3 3 )
Ver figura E.3. L

La forma trigonométrica se adapta de una manera muy conveniente a la multiplica-
cién y divisién de complejos. Consideremos los dos niimeros complejos

zy =r(cos 0, +isenf,) y z,=rycos B, + isenb,).
El producto de z, y z, es

2,2, = ry1r,(cos 0, + isen 6,)(cos 0, + isen 6,)

= r,r,[(cos 0, cos 0, — sen 6, sen 6,) + i(sen 6, cos 6, + cos 6, sen 6,)].

Usando las férmulas del seno y coseno para la suma y diferencia de dos dngulos, la ecua-
cion anterior se puede reescribir como

sen z,z, = ryry[cos(0, + 60,) + isen(6, + 0,)]

Esta expresion se muestra en la primera parte de la regla mostrada a continuacion. La veri-
ficacion de la segunda parte se asigna como ejercicio al lector (ver ejercicio 109).

Producto y cociente de dos nimeros complejos

Sean z, = r/(cos 6, + isen )y z, = r,(cos 6, + i sen 6,) dos nimeros comple-
jos. Entonces

212 = 7‘1}"2[COS(01 + 02) + isen(Ol + 92)] Producto.
21 .
21 Cociente.

= ﬂ[cos(@l —6,) +isen(6, — 6,)], z,#0
L N
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Notese que esta regla no dice que para multiplicar dos nimeros complejos se mul-
tiplican los médulos y se suman los argumentos, mientras que, para dividir dos nimeros
complejos se dividen los mddulos y se restan los argumentos.

I Multiplicacion de nimeros complejos

Encontrar el producto z,z, de los niimeros complejos.

2 2 117 11
1= Z(COS?W + iseni>, Z, = 8<COST + lsenl)

3 6
Solucion
27 . 2 117 117
212y = 2<cos? + zsen?> 8<cos 6 + i senT>
I 21 117 21 11 multiplicar médulos y
=16 COS(? + 6 ) + lSGn( 3 + 6 )} sumar argumentos.
[ 57 5
= 16_0037 +i sen%]
= léicosg + isen g] %ﬁ y %T son coterminales.
= 16[0 + i(1)]
= 161

Se puede verificar este resultado convirtiendo a su forma estdndar los nimeros z; =
-1+ V3i Yz, = 4V3 — 4i y posteriormente multiplicarlos algebraicamente.

I Divisién de nimeros complejos

Encontrar el cociente z,/z, de los nimeros complejos

S S S S
24(005 3 + isen 3>yzz—8<cos D + isen 12)

Solucion

5w 5w
24 cosf-f—lsenf o
3 3 3 Dividir médulos y

) restar argumentos

2, S5 S5
—_ + —_
8<cos D i sen 2

|
(98]
| —
VRS
[
“\3
[\)
\/
+
/.\
|
SIS
[\)
\_/
|
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Potencias y raices de numeros complejos

Para elevar un nimero complejo a una potencia, se hace uso repetido de la regla de la
multiplicacion.

z=r(cos 6 + isen 0)
r*(cos 20 + i sen 20)
r3(cos 360 + i sen 36)

5]
I

)
Il

Este patron da origen al siguiente teorema, que lleva el nombre del matematico francés
Abraham DeMoivre (1667-1754).

Teorema de DeMoivre

Siz = r(cos 6 + isen ) es un niimero complejo y 7 un entero positivo, entonces

7" = [r(cos 6 + isen )]" = r*(cos nf + i sen nb).

I Encontrar potencias de un nimero complejo

Utilizar el Teorema de DeMoivre para encontrar (—1 + \/gi)lz.

Solucidon Primero se convierte el nimero complejo a su forma trigonométrica.

-1+ \/§i = 2<cosz3l + isen%)

Entonces por el Teorema de DeMoivre, se tiene

12
(—1 + \/§i)12 = [2<c0523£ + isen%)]

= 2'2[005(12 . ?) + isen<12 . 2{)}

= 4096 (cos 87 + i sen 8m)
— 4096. =

Se recuerda que una consecuencia del teorema fundamental del dlgebra es que toda
ecuacion polinomial de grado n tiene n soluciones en el sistema de nimeros complejos.
Cada solucién es una raiz n-€sima de la ecuacién. La n-ésima raiz de un nimero comple-
jo se define a continuacion.

Definicion de la raiz n-ésima de un nimero complejo

El nimero complejo u = a + bi es una raiz n-ésima de z cuando

z=u"= (a + bi).
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Para obtener una férmula que permita calcular las raices n-ésimas de un niimero
complejo, suponga que u una raiz n-ésima de z, donde

u=s(cosB+isenB) y z=r(cos+isenb).
Por el Teorema de DeMoivre y dado que u" = z, se tiene
s™(cos nf3 + i sen nB) = r(cos 6 + i sen ).

Tomando el valor absoluto de cada lado de esta ecuacidn, se sigue que s" = r. Sustituyen-
do r por s" en la ecuacién anterior y dividiendo por r, tenemos

cosnB + isennB = cos O + isen 6.
De manera que
cosnf3=cosf y sennfB = send.

Debido a que ambas funciones seno y coseno tienen un periodo de 27, estas dos ultimas
ecuaciones tienen soluciones si y solo si los dangulos difieren en un miltiplo de 27. En
consecuencia, debe existir un nimero entero k tal que

nB =0+ 2wk
0+ 2wk
B= n

Al sustituir este valor 3 en la expresién que define a u, se obtiene el resultado establecido
en el siguiente teorema.

Raices n-ésimas de un nimero complejo

Si n es un entero positivo, el nimero complejo z = r(cos 6 + i sen ) tiene exacta-
mente n raices diferentes dadas por

+ 27k + 27k
%<mu N isenu)
n n

donde k=0,1,2,. . .,n — 1.

Para k > n — 1, las raices empiezan a repetirse. Por ejemplo, cuando k = n, el dngulo

+
0 27Tn:Q+27T
n n

es coterminal con 6/n, el cual también se obtiene cuando k = 0.

La férmula para las raices n-ésimas de un Eje
imaginario

nimero complejo z tiene una interesante inter-
pretacién geométrica, como se muestra en la Fi-
gura E.4. Se observa que como todas las raices
tienen la misma magnitud \n/;, entonces todas
se encuentran sobre una circunferencia de radio

Vr y con centro en el origen. Mds atin, debido a Bje
que dos n-ésimas consecutivas tienen argumen- real
tos que difieren por un valor de 27/n, entonces
las raices estan igualmente espaciadas a lo largo
de la circunferencia.

Figura E4
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EJEMPLO 10 Calculo de las raices n-ésimas

de un nimero complejo

Hallar las tres raices cubicas de z = —2 + 2i.

Solucion Dado que z estd en el cuadrante II, su forma trigonométrica es
37 3
z=—2+2i= \/§<cos T + isenT>.

Al aplicar la férmula para las raices n-ésimas, las raices cubicas tienen la forma.

3T 4 2k 37”+2k7r>

6/8 [cos +———
8 ( 3 3
Finalmente, al considerar los valores k = 1, 2, 3, se tienen las raices

ﬁ(cos% + isen%) =1+

+ isen

ﬂ(cos“—” + isen“—") ~ — 13660 + 0.3660i

12 12
ﬁ(cosllg—; + isenl?—zw) ~ 0.3660 — 1.3660i. |

Escribir un complejo conjugado En los ejercicios 25-32, es-
cribir el complejo conjugado del nimero dado. Posteriormente,
multiplicar el niimero por su complejo conjugado.

Realizar operaciones

o R NN A WN

N N N NN e e e e e e e e e e
AW DN = S 0 R 09 BT AWDN =D

(5+i)+(6-2)

=8) + (5 - V=50)

5 5

B+ G+

. (1.6 +32i) + (=58 + 43i)
V=62
V=510

. (V=10)

. (V=75)

(1 + DB - 20)

. (6 —2)(2 - 3i)

. 6i(5 — 2i)

. —8i(9 + 4i)

. (V14 + J/10i)(V14 — /10i)
.3+ V=35)7 - v/=10)

. (4 + 502

. (2 - 302

L2+ 302+ (2 - 30P
(=202 = (1 + 20)?

En los ejercicios 1-24, realizar la ope-
racion indicada y escribir el resultado en forma estandar.

1.
. (13 = 2i) + (=5 + 6i)
LB =0~ (4 -1

. (3+2i) — (6 + 13i)
=2+
(8 + V/=18) — (4 +32i)
130 = (14 = 7))

.22+ (=5 + 8i) + 10i

25.5+3i 26. 9 — 12i
27. =2 — J5i 28. —4 + J2i
29. 20i 30. V/-15
31. U8 2.1+ /8

Escribir en forma estandar
el cociente en forma estandar.

En los ejercicios 33-42, escribir

6 10
33. 7 34. 2
4 3
35'4—5z 36'1—1’
24+ 8 —7i
37.2_l, 38'1—21'
39, 6 — 7i 40. 8 + .2()1
i 2i
1 (2 — 3i)(50)
N sy 2.

Realizar operaciones En los ejercicios 43-46, realizar la ope-
racién indicada y escribir el resultado en forma estandar.

2 3 2i 5
BT Moot

i 2i 1+ 3
B3 T rs 46. — 4—i



Usar la formula general cuadratica En los ejercicios 47-54,
utilizar la formula general cuadratica para resolver la ecuacion
dada.

47. * —2x+2=0
48. x> +6x+10=0
49, 4x> + 16x+ 17 =0
50. 9x> —6x + 37 =0
51. 4x> + 16x+ 15=0
52.9x> —6x—35=0
53. 167 —4t+3 =0
54. 582+ 6s +3=0

Escribir en forma estandar En los ejercicios 55-62, simplifi-
car el nimero complejo y escribirlo en forma estandar.

55. —6i% + i
56. 4i% — 2i3
57. -5

58. (—i)®

59. (V=75
60. (V/=2)0

61.

Valor absoluto de un complejo En los ejercicios 63-68, gra-
ficar el nimero complejo y hallar su valor absoluto.

63. —5i 64. —5
65. —4 + 4i 66. 5 — 12i
67. 6 —7i 68. —8 + 3i

Escribir en forma trigonométrica En los ejercicios 69-76,
representar el nimero complejo graficamente y encontrar su
forma trigonométrica.

69. 3 — 3i 70. 2 + 2i
7.3+ 72. —1 + V3i
73. —2(1 + 3i) 74. 3(V/3 — i)
75. 6i 76. 4

Escribir en forma estandar En los ejercicios 77-82, repre-
sentar graficamente el nimero complejo y encontrar su forma
estandar.

71. 2<cos 56 + isen 5677>

3 3
78. 5<cos 1 + isen I)

3 57 . 57
79. 2<cos 3 + isen 3>

3 1T . T
80. 4<cos 1 +lsen4>

37 . 3
81. 3.75<COST + isen n >

82. S(COSE +i senﬁ)
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Realizar operaciones En los ejercicios 83-86, realizar la ope-
racion y expreasr el resultado en forma trigonométrica.

T, . T T
83. [3(cos 3 + isen 3>][4<cos 6 + isen 6)]
3 T
84. [ <cos > + lsen2>][6<cos 1 + zsen4)]
5 Tm . T\l 2 T . T
85. [3(cos 9 + isen 9>][3(00s3 +tsen3>]

cos(57/3) + isen(57/3)
cos 7 + isen

86.

Usar el teorema de DeMoivre En los ejercicios 87-94, utili-
zar el teorema de DeMoivre para encontrar la potencia indica-
da del niimero complejo dado. Escribir el resultado en forma
estandar.

87. (1 + i)

88. (2 + 2i)°

89. (—1 + i)'°

90. (1 —i)"?

23+ i)
92. 4(1 — J3i)?
S

93 ( o + )10
- \cos 7~ zsen4

T . )\ |8
94. [Z(COS 5 + isen 2)]

Encontrar raices n-ésimas En los ejercicios 95-100. a) uti-
lizar el Teorema E.2 para encontrar las raices indicadas del
nimero complejo, b) representar graficamente cada raiz y c) es-
cribir cada una de las raices en forma estiandar.

95. Raices cuadradas de 5<cos 23 + isen 2377)

96. Raices cuadradas de 16(005%r + isen g)

97. Raices cuartas de 16(cos 4?77 + isen 4{)

98. Raices cuartas de 32((:05 % + isen %T)

12
99. Raices cubicas de —75 (1 + \/§1)

100. Raices ciibicas de —4/2(1 — i)

Resolver una ecuacion En los ejercicios 101-108, usar el
Teorema E.2 para encontrar todas las soluciones de la ecuacion
y representar las solucione graficamente.

101. x* —i=0 102. *+1=0
103. x> +243 =0 104. x* — 81 =0
105. x> + 64i = 0 106. x° — 64i = 0
107. ¥* - (1 —-i)=0 108. x* + (1 +i) =0

Demostrar Dados dos ndimeros complejos.

7z, =r(cosO, +isen6,) y 2z, =rycos 6, + isen B,
mostrar que

Z

A= ﬁ[cos(t9l — 0, +isen(0, — 6,)], z, #O0.
L I



