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6.4 Campos vectoriales conservativos

e independencia de la trayectoria

W Comprender y utilizar el teorema fundamental de las integrales de linea.
% Comprender el concepto de independencia de la trayectoria.
% Comprender el concepto de conservacion de energia.

Teorema fundamental de las integrales de linea

El estudio iniciado en la seccién 6.2 indica que en un campo gravitatorio el trabajo realiza-

do por la gravedad sobre un objeto que se mueve entre dos puntos en el campo es indepen-

diente de la trayectoria seguida por el objeto. En esta seccion estudiard una generalizacién
y importante de este resultado, a la que se conoce como el teorema fundamental de las
integrales de linea. Para empezar, se presenta un ejemplo en el que se evalda la integral
de linea de un campo vectorial conservativo por tres trayectorias diferentes.

EJEMPLO 1 Integral de linea de un campo vectorial conservativo
Encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerzas

1
F(x,y) = —xyl szj

— e
©,0) sobre una particula que se mueve de (0, 0) a (1, 1) a lo largo de cada una de las trayec-

torias, como se muestra en la figura 6.19.

a.C:y=x b. Cy: x = y? c. C;y=x3
(@
Solucion Observe que F es conservativa, ya que las primeras derivadas parciales son
iguales

1 tey 2fLe]-L,
a2 T 20 Y axla 2
a. Sear(f) = fi + ¢j para 0 <7< 1, de manera que

1 1
dr=(G+j)dt y Flx,y) = Etzi + thj.

Entonces, el trabajo realizado es

'3 1.1 1
W= F-dr=J’—t2dt=—t3] =—
¢, 0 4 4 Jo 4

b. Sear(r) = #i + /7j para 0 <t < 1, de manera que

1 1
=i+ —+3/2; + =23
dr (1 2\/_.]) dt y Fx,y) = t i+ 0

0,0

(b)

Entonces, el trabajo realizado es
's 1] 1
W= F-dr= =324t = _ts/z] ==
c 0 8 4 4
2

0
¢. Sear(s) = 3ti + 7% para 0 <1< 2, de manera que

_l 22 _4 iZ
dr—<21+ t)dtyF(xy) t1+16t

00 Entonces, el trabajo realizado es

W= F - dr = —t4dt Lt5]2=l
c, 128 128 4

(© Por tanto, el trabajo realizado por un campo vectorial conservativo F es el mismo para
Figura 6.19 todas las trayectorias. -
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Observe
cémo el teorema fundamental
de las integrales de linea es
similar al teorema fundamental
de célculo que establece que

f ) dx = F5) — Fla)

donde F'(x) = f(x).

En el ejemplo 1, observe que el campo vectorial F(x, y) = %xyi + ixzj es conserva-
tivo porque F(x, y) = Vfix, y) donde f(x,y) = 3x2y. En tales casos, el teorema siguiente
establece que el valor de [ F - dr estd dado por

L F - dr = (1), (1)) — f(x(0). 5(0)

Teorema fundamental de las integrales de linea

Sea C una curva suave por partes contenida en una region abierta R y dada por
r(t) = x(0)i + y(t)j, a<t<b.

Si F(x, y) = Mi + Nj es conservativa en R, y M y N son continuas en R, entonces
J F-dr= f Vf + dr = fx(b), (b)) — f(x(a), y(a))
C C

donde fes una funcién potencial de F. Es decir F(x, y) = Vf(x, y).

Demostracion Esta demostracion es s6lo para una curva suave. Para curvas suaves en
partes, el procedimiento se lleva a cabo por separado para cada parte suave. Puesto que

Fx,y) = Vf(x,y) = £l )i + £,(x,9)]

se tiene que

b
fF'dr=f F'ﬂdt
c . dt
b
_ dr
- [ [rn % s g @] a

y, por la regla de la cadena, se tiene

[ Fear= [ Sutos00a
= F:(5). ¥(0)) — fix(a) y(a)).

El dltimo paso es una aplicacién del teorema fundamental del cdlculo.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. Li

En el espacio, el teorema fundamental de las integrales de linea adopta la forma
siguiente. Sea C una curva suave por partes contenida en una regién abierta Q y dada por

r(t) = x(i + y(©)j + z()k, a <t < b.

SiF(x,y,z) = Mi + Nj + Pk es conservativo y M, N y P son continuas, entonces
f F:dr= J Vf - dr = f(x(b), y(b), z(b)) — f(x(a), y(a), z(a))
c c

donde F(x, y, z) = Vf(x, y, 2).

El teorema fundamental de las integrales de linea establece que si el campo vec-
torial F es conservativo, entonces la integral de linea entre dos puntos cualesquiera es
simplemente la diferencia entre los valores de la funcidn potencial f en estos puntos.



F(x, y) = 2xyi + (x% - ,\')j}

-L4b

Aplicacién del teorema fundamental
de las integrales de linea, [~ F - dr.

Figura 6.20

F(x, v, 2) = 2xyi + (x2 + z9)j + 2yzk

Aplicacion del teorema fundamental
de las integrales de linea, [ F - dr.
Figura 6.21
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I Aplicar el teorema fundamental de las integrales
de linea

Evalie f F - dr,donde C es una curva suave por partes desde (—-1,4)a (1,2) y
c

F(x,y) = 2xyi + (x* — y)j
como se muestra en la figura 6.20.
Solucidon Por el ejemplo 6 de la seccién 6.1, sabe que F es el gradiente de f, donde
32

flx,y) = x2y — 5 + K.

Por consiguiente, F es conservativo, y por el teorema fundamental de las integrales de
linea, se sigue que

LF cdr = f(1,2) — f(—1,4)
=) - 2] - [ - 2]
— 4.

Observe que no es necesario incluir una constante K como parte de f, ya que se cancela
por sustraccion.

I Aplicar el teorema fundamental de las integrales
de linea

Evah’lef F - dr, donde C es una curva suave por partes desde (1, 1, 0) hasta (0, 2,3) y
c

F(x,y,z) = 2xyi + (x2 + z2)j + 2yzk

como se muestra en la figura 6.21.

Solucidon Por el ejemplo en la seccién 6.1, sabe que F es el gradiente de f, donde
[, y.2) = X% + y22 + K.

Por consiguiente, F es conservativo, y por el teorema fundamental de las integrales de
linea, se deduce que

JF - dr = £(0,2,3) — (1, 1,0)
C

[(02(2) + (2)(3)2] = [(1)*(1) + (1)(0)*]
=17.

En los ejemplos 2 y 3 es importante que no pierda de vista que el valor de la integral
de linea es el mismo para cualquier curva suave C que tenga los puntos inicial y final
dados. Asti, en el ejemplo 3 evalie la integral de linea de la curva dada por

r() = (1 —9i+ (1 +9j+ 3tk

Se obtendra

fF~dr
C

1
f (3072 + 16t — 1) dt
0

= 17.
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Ae
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R
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R, es conexa R,noes
conexa.
Figura 6.22
() ()
Gy
(x,y 1)
(X9 Yo)
Figura 6.23

Independencia de la trayectoria

Por el teorema fundamental de las integrales de linea es evidente que si F es continuo y
conservativo en una regién abierta R, el valor de [~ F - dr es el mismo para toda curva
suave por partes C que vaya de un punto fijo de R a otro punto fijo de R. Esto se describe
diciendo que la integral de linea es independiente de la trayectoria en la regién R.

Una regioén en el plano (o en el espacio) es conexa si cada dos puntos en la regién
pueden ser unidos por una curva suave por partes que se encuentre completamente den-
tro de la regién, como se muestra en la figura 6.22. En regiones abiertas y conexas, la
independencia de la trayectoria de [ F - dr es equivalente a la condicién de que F sea
conservativo.

Independencia de la trayectoria y campos vectoriales
conservativos

Si F es continuo en una regién abierta y conexa, entonces la integral de linea

JF-dr
c

es independiente de la trayectoria si y s6lo si F es conservativo.

Demostracion Si F es conservativo, entonces, por el teorema fundamental de las
integrales de linea, la integral de linea es independiente de la trayectoria. Ahora se
demuestra el reciproco para una regién plana conexa R. Sea F(x, y) = Mi + Nj y sea
(%0, ¥o) un punto fijo en R. Si (x, y) es cualquier punto en R, elijase una curva suave por
partes C que vaya de (x,, y,) a (x, ¥) y definase f como

f(x,y)=fF-dr=fde+Ndy.
c c

La existencia de C en R estd garantizada por el hecho de que R es conexa. Se puede
demostrar que f es una funcién potencial de F considerando dos trayectorias diferen-
tes entre (x,, ¥,) a (x, y). Para la primera trayectoria, elfjase (x;, y) en R tal que x # x;.
Esto es posible ya que R es abierta. Después elfjanse C, y C, como se muestra en la
figura 6.23. Utilizando la independencia de la trayectoria, se tiene que

f(x,y)=fde+Ndy
c
:f de+Ndy+fde+Ndy.
Cl CZ

Como la primera integral no depende de x, y como dy = 0 en la segunda integral, se
tiene

flx,y) = gly) + JC M dx

y entonces la derivada parcial de f respecto a x es f,(x, y) = M. Para la segunda trayec-
toria, se elige un punto (x, y,). Utilizando un razonamiento similar al empleado para la
primera trayectoria, puede concluir que f,(x, y) = N. Por tanto,

Vi(x,y) = flx, )i + f(x, )]
= Mi + Nj
= F(x,y)

y se sigue que F es conservativo.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. Li
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I Trabajo en un campo de fuerzas conservativo

Para el campo de fuerzas dado por
F(x,y,z) = e*cosyi — e*senyj + 2k
demuestre que [ F - dr es independiente de la trayectoria, y calcule el trabajo realizado

por F sobre un objeto que se mueve a lo largo de una curva C desde (0, 77/2, 1) has-
ta (1, m, 3).

Solucion Al expresar el campo de fuerzas en la forma F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk,
tiene M = e*cosy, N=—e*senyy P = 2,y se deduce que

P _ N
dy 0z

oP

P _ oM

0x 0z

y

oN . oM
— = —e*seny = —.
ox dy

Por tanto, F es conservativo. Si fes una funcién potencial de F, entonces
fx,y,2) = e*cosy
fx,y,2) = —e*seny

flx,y,2) = 2.

Integrando con respecto a x, y y z por separado, obtiene

flx,y,2) = ffx(x, y,2)dx = fex cosydx = e*cosy + g(y,2)

Sy, z) = ffy(X,y,z) dy = f —e*senydy = e*cosy + h(x, z)

f,y,2) = ffz(x, y,2)dz = jZ dz = 2z + k(x, ).

Comparando estas tres versiones de f(x, y, z) puede concluir que
flx,y,2) = ecosy + 2z + K.

Asi, el trabajo realizado por F a lo largo de cualquier curva C desde (0, /2, 1) hasta
(1,7, 3)es

WZJF-dr
C

= [e" cosy + 21}
0, 7/2,1)

=(-e+6)—(0+2)
=4 — e.

1,m,3)

(Cuanto trabajo se realizaria si el objeto del ejemplo 4 se moviera del punto
(0, /2, 1) al punto (1, 7, 3) y después volviera al punto de partida (0, 77/2, 1)? El teo-
rema fundamental de las integrales de linea establece que el trabajo realizado seria cero.
Recuerde que, por definicion, el trabajo puede ser negativo. Asi, en el momento en el
que el objeto vuelve a su punto de partida, la cantidad de trabajo que se registra positiva-
mente se cancela por la cantidad de trabajo que se registra negativamente.
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Una curva C dada por r(f) para a < t < b es cerrada si r(a) = r(b). Por el teorema
fundamental de las integrales de linea, puede concluir que si F es continuo y conservati-
vo en una region abierta R, entonces la integral de linea sobre toda curva cerrada C es 0.

Condiciones equivalentes

El teo- Sea F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk con primeras derivadas parciales continuas en una
rema 6.7 proporciona varias region abierta conexa R, y sea C una curva suave por partes en R. Las condiciones
opciones para calcular una inte- siguientes son equivalentes.

gral de linea de un campo vec-
torial conservativo. Puede usar
una funcién potencial, o puede
ser mds conveniente elegir una
trayectoria particularmente sim-
ple, como un segmento de recta.

1. F es conservativo. Es decir, F = Vf para alguna funcién f.

2. f F - dr es independiente de la trayectoria.
c

3. f F - dr = 0 para toda curva cerrada Cen R.
C

Evaluar una integral de linea

Evalie f F - dr, donde
o

C:r(f)=(1—cos )i+ sentj

y

F(x,y) = (y3 + 1)i + Gxy? + 1)j

y C, es la trayectoria semicircular de (0, 0) a (2, 0), que se muestra en la figura 6.24.

1 >
G Soluciéon Tiene las tres opciones siguientes:
C, (2,0 a. Puede utilizar el método presentado en la seccién 6.2 para evaluar la integral de
‘ l . x P .
(0, 0)‘ 1 2 linea a lo largo de la curva dada. Para esto, puede usar la parametrizacién r(f) =

(1 —cos #)i + sen tj donde 0 < ¢ < 7. Con esta parametrizacion, se deduce que

(G r@ =1 dr = r'(1) dt = (sen ti + cos tj) dt

Figura 6.24 y
o
f F:dr= f (sent + sen*t + cost + 3sen®tcost — 3 sen®tcos?t) dt.
c, 0

Esta integral puede desanimarlo si ha elegido esta opcidn.

b. Puede intentar hallar una funcion potencial y evaluar la integral de linea mediante el
teorema fundamental de las integrales de linea. Empleando la técnica que se mues-
tra en el ejemplo 4, puede encontrar que la funcién potencial es f(x, y) = xy* + x +
y + Ky, por el teorema fundamental,

WZJ F - dr =f(2,0) — £(0,0) = 2.
Cl

c¢. Sabiendo que F es conservativo, tiene una tercera opciéon. Como el valor de la
integral de linea es independiente de la trayectoria, puede remplazar la trayectoria
semicircular con una trayectoria mds simple. Suponga que elige la trayectoria recti-
linea C, desde (0, 0) hasta (2, 0). Sear(¢) = fi para 0 <t < 2. Asi

dr=1idt y Flx,y)=1i+].

Entonces, la integral es

2 2
fF-drsz-dr=f1dt=t] = 2.
C, C, 0 0

Obviamente, de las tres opciones la tercera es la mas sencilla.



MICHAEL FARADAY
(1791-1867)

Varios filésofos de la ciencia han
considerado que la ley de Faraday
de la conservacion de la energia es
la mayor generalizacion concebida
por el pensamiento humano.
Muchos fisicos han contribuido

a nuestro conocimiento de esta
ley; dos de los primeros y mas
importantes fueron James Prescott
Joule (1818-1889) y Hermann
Ludwig Helmholtz (1821-1894).

)
N,

El trabajo realizado por F a lo largo de C

esW:fF-dr:p(A)—p(B).

Figura 6.25

6.4 Campos vectoriales conservativos e independencia de la trayectoria A7

Conservacion de la energia

En 1840, el fisico inglés Michael Faraday escribié: “En ninguna parte hay una creacién
o produccion pura de energia sin un consumo correspondiente de algo que la proporcio-
ne.” Esta declaracién representa la primera formulacién de una de las leyes mas impor-
tantes de la fisica: la ley de conservacion de la energia. En la terminologia moderna,
la ley dice lo siguiente: En un campo de fuerzas conservativo, la suma de energias
potencial y cinética de un objeto se mantiene constante de punto a punto.

Puede usar el teorema fundamental de las integrales de linea para deducir esta ley.
De la fisica se sabe que la energia cinética de una particula de masa m y velocidad v es

1
k= —-mv2
P
La energia potencial p de una particula en el punto en un campo vectorial conservativo F
se define como p(x, y, 7) = —f(x, y, z), donde f es la funcién potencial de F. En conse-
cuencia, el trabajo realizado por F a lo largo de una curva suave C desde A hasta B es

‘VzLF-ﬁ:fwy@E =—ﬂL%dE — p(4) — p(B)

Energia cinética

como se muestra en la figura 6.25. En otras palabras, el trabajo es igual a la diferencia

entre las energias potenciales en A y B. Ahora, suponga que r(?) es el vector posicién de

una particula que se mueve a lo largo de C desde A = r(a) hasta B = r(b). En cualquier

instante #, la velocidad, aceleracién y rapidez de la particula son v(z) = r'(¢), a(t) = r"(¢¥)

y v(t) = llv(?)ll, respectivamente. Asi, por la segunda ley del movimiento de Newton,
= ma(t) = m(v'(?)) y el trabajo realizado por F es

W= jF dr
—JF r'(1) dt

Zbe-V(t)dt

= fb [mv'(1)] - v(z) dt

f ’ m[v'(t) + v(£)] dt

-2 f %[V(t) ()] de

2 [ dvolpa

2|
2fior]

= 2mbO)F — Sl
= k(B) — k(A).
Igualando estos dos resultados obtenidos para W se tiene
p(A) — p(B) = k(B) — k(A)
p(A) + k(A) = p(B) + k(B)
lo cual implica que la suma de energias potencial y cinética permanece constante de
punto a punto.

The Granger Collection, NYC. Todos los derechos reservados.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

6.4 Ejercicios

Evaluar una integral de linea para diferentes parametrizacio-
nes En los ejercicios 1 a 4, demuestre que el valor de [ F - dr
es el mismo para cada representacion paramétrica de C.

1. F(x,y) = x%i + xyj

@ r()=ri+1rj 0str=1

(b) 1,(6) = sen Bi + sen? 0, 0 < 0 < 757
2. F(x,y) = (6 + y2)i — xj

@ r()=rti+Vtj, 0<sr<4

b) r(w) =w2i+wj, 0<w=s2
3' F(xay) = yi - xj

(@) r(6) =sechi+tanfj, 0<6< g

) r()=Vi+1li+ J1j, 0<1<3
4. F(x,y) = yi + x2j
@rn=2Q+Di+GB3—-9j, 0=<r=<3
O rw=2+hwi+@—-Inwj 1swsé

Probar campos conservativos En los ejercicios 5 a 10, de-
termine si el campo vectorial es o no conservativo.

5. F(x,y) = e*(sen yi + cos yj) 6. F(x,y) = 15x2y2i + 10x3yj

1, . .
7. F(x,y) = ?(yl + xj)

8. F(x,y,2) = yIlnzi — xInzj +x?yk

9. F(x,y,z) = y%zi + 2xyzj + xy?k
10. F(x,y,z) = senyzi + xz cos yzj + xy sen yzk

Evaluar una integral de linea de un campo vectorial En
los ejercicios 11 a 24, encuentre el valor de la integral de linea

fF-dr.
C

(Sugerencia: Si F es conservativo, la integracion puede ser mas
sencilla a través de una trayectoria alternativa.)

11. F(x,y) = 2xyi + x2j
(@ r () =ri+1r2, 0=
® @ =ti+r3j 0=t
12. F(x, y) = ye®i + xe¥j
@ur@=ti—(@—-3)j 0=<t=<3

(b) La trayectoria cerrada consiste en segmentos de recta des-
de (0, 3) hasta (0, 0), después desde (0, 0) hasta (3, 0) y
desde (3, 0) hasta (0, 3).

A
-
IA
—_

A
IA
—_

13. F(x,y) = yi — xj
@r@O=ri+tj 0str=s1
(b) ry(r) =i + 12§, 0
© ry()=ri+ 13, 0

IN

t=<1

IA

IN
IN
—

t

14. F(x,y) = xp2%i + 2x%j
(a) rl(t)=ti+%j, 1<tr<3
®r0=0r¢+1i-3—-3)j 0<r<2
15. fyzdx + 2xy dy

Cc

@ (b) M
(3.4)

B

5
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17. f 2xydx + (x2 + y?) dy
c

2
16
(b) C: pardbola y = 4

2
(a) C: elipse x— +2 = 1 desde (5, 0) hasta (0, 4)

— x2 desde (2, 0) hasta (0, 4)
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18. j (x% + y2) dx + 2xy dy
c
@ r=ri+j, 0<t=<2
(b) r,(t) = 2costi + 2sentj, 0 <t < g

19. F(x,y,z) = yzi + xzj + xyk
@r(@=ti+2j+tk, 0<st=<4
b =i+ +r’k, 0<t=<2
20. F(x,y,z) =i+ zj + yk
(@ r(r) =cosri+sentj+r’k, O0<r<m
b)) r,() =1 —=20)i+ 72k, 0<t<1
21. F(x,y,2) = 2y + x)i + (a2 — 2)j + 2y — 42)k
@r@=ri+2j+k 0sr=s1
) ry() =ti+ej+(2r— 1%k, 0<sr=<1
22. F(x,y,z) = —yi + xj + 3xz2k
(@ r(t) =costi+sentj+rk, O<r<m
) ) =010 —-20)i+mtk, 0<st=<1
23. F(x,y,z) = é(yi + xj + xyk)
(@ r () =4costi+4sentj+3k, 0<st=<m
b) ry() =4 —-8)i+3k, 0=st=<1
24. F(x,y,z) = ysenzi + xsenzj + xy cos xk
@r=ri+?j, 0str=<2
(b) ry(r) =4ri+4tj, 0<t=<1
Usar el teorema fundamental de las integrales de linea En
los ejercicios 25 a 34, evalie la integral de linea utilizando el teo-

rema fundamental de las integrales de linea. Utilice un sistema
algebraico por computadora y compruebe los resultados.

25. j (Byi + 3xj) - dr
c
C: curva suave desde (0, 0) hasta (3, 8)
26. j [2(x + y)i + 2(x + y)j] - dr
c
C: curvasuavede (—1,1) a (3,2)

27. f cosxsenydx + senxcosydy
c

3
C: segmento de recta de (0, — ) a (777-, g)
e
c Xty
C: segmento de rectade (1, 1) a (2\/§, 2)
29. f e*senydx + e*cosydy
c
C: cicloidede x = # — sen 6,y = 1 — cos 6 desde (0, 0)

hasta (277, 0)

2x 2y
. +
30 J;(x2 + 2?2 dx (2 + y2)?2
C: circulo (x — 4)2 + (y — 5)2 = 9 en el sentido de las
manecillas del reloj desde (7, 5) hasta (1, 5)

Caroline Warren/Photodisc/Getty Images

dy

31. f z+2)dx+ 2x—2)dy + (x — y) dz
c

(a) C:segmento de recta desde (0,0,0)a (1,1, 1)

(b) C: segmento de recta desde (0,0,0)a (0,0, 1)a (1,1, 1)

(c) C: segmento de recta desde (0,0,0)a (1,0,0)a(1,1,0)a
(L, 1,1)

32. Repita el ejercicio 31 usando la integral

jzydx + xzdy + xydz.
C

33. f —senxdx + zdy + ydz
c
C: curva suave desde (0, 0, 0) hasta (%T, 3, 4)

34. f 6x dx — 4zdy — (4y — 207) dz
¢

C: curva suave desde (0, 0, 0) hasta (3, 4, 0)

Trabajo En los ejercicios 35 y 36, encuentre el trabajo realiza-
do por el campo de fuerzas F al mover un objeto desde P hasta Q.

35. F(x,y) = 9x%y2%i + (6x3y — 1)j; P(0,0), 0(5,9)

2
36. F(x,y) = %i - ;—2j; P(—1,1),0(3,2)

37. Trabajo Una piedra de 1 libra atada al extremo de una cuer-
da de 2 pies se hace girar horizontalmente con un extremo fijo.
Realiza una revolucién por segundo. Encuentre el trabajo rea-
lizado por la fuerza F que mantiene a la piedra en una trayec-
toria circular. [Sugerencia: Use fuerza = (masa)(aceleracion
centripeta).

38. Trabajo SiF(x,y,z) = ai + a,j + ask es un campo vecto-
rial de fuerza constante, demuestre que el trabajo realizado al
mover una particula a lo largo de la trayectoria desde P hasta
QesW =F - PQ.

0139,T|‘abaj0 ®© © 06060606 06 0 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Se instala una tirolesa a
50 metros del nivel

del suelo. Corre des-
de su posicién hasta

un punto a 50 metros
de la base de la insta-
lacién. Demuestre que
el trabajo realizado

por el campo de
fuerzas gravitatorio
para que una persona
de 175 libras recorra la longitud del cable es el mismo en
cada una de las trayectorias

(a) r() =i + (50 — 1)j
(b) r(r) = ti + 35(50 — )2

B
R

Trabajo ;Puede encontrar una trayectoria para el cable de
la tirolesa del ejercicio 39, tal que el trabajo realizado por el
campo de fuerzas gravitatorio sea distinto de las cantidades de
trabajo realizadas para las dos trayectorias dadas? Explique
por qué si o por qué no.
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DESARROLLO DE CONCEPTOS

41. Teorema fundamental de las integrales de li-
nea Enuncie el teorema fundamental de las integrales de
linea.

42. Independencia de la trayectoria ;Qué significa que
una integral de linea sea independiente de la trayectoria?
Enuncie el método para determinar si una integral de linea
es independiente de la trayectoria.

.. __y . X
43. Piénselo Sea F(x, y) = ml - sz
valor de la integral de linea [ F - dr.

(@) ¥ (b) ¥
-\\cl / G,

()

SQ x C,
Y

ah

=

(©

<

AR

% ‘ ,COMO LO VE? Considere el campo de fuerzas
— que se muestra en la figura. Para imprimir una copia
ampliada de la gréfica, visite MathGraphs.com.

W
=L S

=/ 1

1 PY ! L !
T * T T ™

/
%
S 7 T

_5-

(a) Argumente verbalmente que el campo de fuerzas no es con-
servativo porque se pueden encontrar dos trayectorias que
requieren cantidades diferentes de trabajo para mover un
objeto desde (—4, 0) hasta (3, 4). De las dos trayectorias,
(cudl requiere mayor cantidad de trabajo?

(b) Argumente verbalmente que el campo de fuerzas no es con-
servativo porque se puede encontrar una curva cerrada C tal
que [ F - dr # 0.

yzj. Encuentre el

Razonamiento grafico Enlos ejercicios 45 y 46, considere el
campo de fuerzas que se muestra en la figura. ;Es el campo de
fuerzas conservativo? Explique por qué si o por qué no.

45.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 47 a 50, determine si

el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué

0 dé un ejemplo que demuestre que es falso.

47. Si C,, C, y C;tienen los mismos puntos inicial y final, y
Je,F - dr; = [¢ F - dry, entonces ¢ F - dr; = o F - drs

48. SiF =yi + xj y C estd dado por r(f) = (4 sen H)i + (3 cos 1)j,
para 0 <7<, entonces [ F + dr = 0.

49. SiF es conservativa en una regién R acotada por una trayecto-
ria cerrada simple y estd contenida en R, entonces [ F - dr es
independiente de la trayectoria.

50. SiF = Mi + Njy oM/dx = dN/dy, entonces F es conservativa.

51. Funcion armonica Una funcién es armdnica si

°f % . L.
-5 + 75 = 0. Demuestre que si f es arménica, entonces
ox dy

[ 2o

donde C es una curva suave cerrada en el plano.

52. Energia cinética y potencial La energia cinética de un
objeto que se mueve a través de un campo de fuerzas conser-
vativo disminuye a una razén de 15 unidades por minuto. A
qué razén cambia su energia potencial?

Yy i— X
X2+ y? x2+y

53. Investigacion SeaF(x,y) = 2d-

(a) Demuestre que

N _ oM
ox dy
donde
y —X
= N=—"—
x2 + y2 y x2 + y2

(b) Sir(r) = cos fi + sen tj para 0 <t <, encuentre [ F - dr.

(c) Sir(r) = cos fi—sen tj para 0 <t <, encuentre [ F - dr.

(d) Sir(r) = cos i + sen tj para 0 <t<27, encuentre [ F - dr.
(Por qué esto no contradice el teorema 6.7?

(e) Demuestre que V(arctan %) =F.
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6.5 Teorema de Green

r(a) =r(b)

Simplemente conexa

R,

No simplemente conexa

Figura 6.26

&

l l
| |
a C=C+C, b

R es verticalmente simple.

C'=C'+

R es horizontalmente simple.
Figura 6.27

% Utilizar el teorema de Green para evaluar una integral de linea.
% Utilizar formas alternativas del teorema de Green.

Teorema de Green

En esta seccion estudiard el teorema de Green, que recibe este nombre en honor del
matematico inglés George Green (1793-1841). Este teorema establece que el valor de
una integral doble sobre una regidn simplemente conexa R esta determinado por el valor
de una integral de linea a lo largo de la frontera de R.

Una curva C dada por r(f) = x(9)i + y(¢)i, donde a <t < b, es simple si no se corta a
sf misma, es decir, r(c) # r(d) para todo c y d en el intervalo abierto (a, b). Una regién
plana R es simplemente conexa si cada curva cerrada simple en R encierra sélo los
puntos que estdn en R (ver la figura 6.26). De manera informal, una regiéon simplemente
conexa no puede consistir de partes separadas o con agujeros.

TEOREMA 6.8 Teorema de Green

Sea R una region simplemente conexa cuya frontera es una curva C suave por par-

tes, orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj (es decir, C se recorre

una vez de manera que la regién R siempre esté a la izquierda). Si M y N tienen
derivadas parciales continuas en una reglon abierta que contiene a R, entonces

fde-kNdy—ff — - dA.

Demostracion Se da una demostracion sélo para una regién que es vertical y hori-
zontalmente simple, como se muestra en la figura 6.27.

fde=f de+f M dx
c C, c,

= f bM(x, f(x)) dx + L aM(x,fz(x))dx

_ f [MGx, £,(0) — MCx, ()] dx

Por otro lado

()
[t aa
re) 9y

_f » )f2<)dx
I A fl(x)

_ f M) — MCx, ()] .

Por consiguiente

i [[ 2
c R 9y

De manera similar, puede usar g,(y) y g,(y) para demostrar que Jo N dy = [J 0N/dx dA.
Sumando las integrales [~ M dx y [~ N dy, llega a la conclusién establecida en el teo-
rema.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i
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(0,0) 1

C es simple y cerrada, y la regién R
siempre se encuentra a la izquierda
de C.

Figura 6.28

GEORGE GREEN
(1793-1841)

Green, autodidacta, hijo de un
molinero, publicé por primera vez

el teorema que lleva su nombre en
1828 en un ensayo sobre electricidad
y magnetismo. En ese tiempo no
habia casi ninguna teoria matematica
para explicar los fenémenos
eléctricos. “Considerando cuan
deseable seria que una energia

de naturaleza universal, como la
electricidad, fuera susceptible, hasta
donde fuera posible, de someterse al
célculo. .. me vi impulsado a intentar
descubrir cualquier posible relacion
general entre esta funcién y las
cantidades de electricidad en los
cuerpos que la producen.”

Un signo de integral con un circulo es algunas veces utilizado para indicar una integral
de linea alrededor de una curva cerrada simple, como se muestra a continuacién. Para indicar
la orientacion de la frontera, se puede utilizar una flecha. Por ejemplo, en la segunda integral, la
flecha indica que la frontera C esta orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj.

1. jg Mdx + Ndy 2. % Mdx + Ndy
c c

Aplicar el teorema de Green
Utilice el teorema de Green para evaluar la integral de linea
J y3dx + (x* + 3xy?) dy
C
donde C es la trayectoria desde (0, 0), hasta (1, 1) a lo largo de la grafica de y = x°, desde
(1, 1) hasta (0, 0) a lo largo de la grafica de y = x, como se muestra en la figura 6.28.
Solucion Como M = y3y N = x* + 3x)?, tiene que

ON oM
TS =324 3y y o =3y2
ax Ty =3

Aplicando el teorema de Green, tiene entonces

f yidx + (&3 +3xy2)dy—ff f—f>dA

= f [(3x% + 3y2) — 3y?]dydx
0 Jx3

1 rx
=ff 3x2 dy dx
0 Jx3
1 x
:f 3x2y} dx
0
f(?)x — 3x%) dx
0
-[5-3]
1

4

El teorema de Green no se puede aplicar a toda integral de linea. Entre las restric-
ciones establecidas en el teorema 6.8, 1a curva C debe ser simple y cerrada. Sin embargo,
cuando el teorema de Green es aplicable, puede ahorrar tiempo. Para ver esto, trate de

aplicar las técnicas descritas en la seccién 6.2 para evaluar la integral de linea del ejem-
plo 1. Para esto, necesita escribir la integral de linea como

f y3dx + (x3 4 3xy?) dy
c
= f y3idx + (x* + 3xy?) dy + f y3idx + (x* + 3xy?) dy
C, C,
donde C, es la trayectoria ctibica dada por
r(f) = ti + 3
desde = O hastar = 1 y C, es el segmento de recta dado por

r() =0 —0i+ (1 —9j
desde t = Ohastat = 1.



F(x,y) = y3i+ (03 + 3xy?)j

Figura 6.29

N\

C es cerrada.
Figura 6.30

6.5 Teorema de Green A13

I Aplicar el teorema de Green para calcular trabajo

Estando sometida a la fuerza
F(x,y) = y3%i + (¥ + 3xy?)j

una particula recorre una vez el circulo de radio 3 que se muestra en la figura 6.29. Apli-
que el teorema de Green para hallar el trabajo realizado por F.

Solucidon Por el ejemplo 1 sabe, de acuerdo con el teorema de Green, que

f yidx + (x3 + 3xy?) dy = ff 3x2dA.
c R

En coordenadas polares, usando x = r cos 8 y dA = r dr df el trabajo realizado es

W= ff 3x2dA
R.
27 (3
= J f 3(r cos 6)%r dr do
o Jo
2m (3
=3J f r3cos? 0drdo
0 0
3

2 r4
= 3J — cos? 0} do
0 4 0

2
= 3[ gcoszede
o 4

2
=mf (1 + cos26) de
8 0
243 sen 201"
=g+
8 [0 2 }o
_ 243
4

Al evaluar integrales de linea sobre curvas cerradas, recuerde que en campos vec-
toriales conservativos (en los que dN/dx = dM/dy), el valor de la integral de linea es O.
Esto es fécil de ver a partir de lo establecido en el teorema de Green

fde-I—Ndy:ff(M—W)dA:O.
c R 0x dy

I Teorema de Green y campos vectoriales
conservativos

Evalde la integral de linea
f y3dx + 3xy?dy
c

donde C es la trayectoria que se muestra en la figura 6.30.

Solucion A partir de esta integral de linea, M = y3 y N = 3xy% Asi que, dN/dx = 3y?
y 0M/dy = 3y?. Esto implica que el campo vectorial F = Mi + Nj es conservativo, y
como C es cerrada, puede concluir que

f y3dx + 3xy2dy = 0.
c
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Aplicar el teorema de Green

Y Evalde
0,3)
c f (arctan x + y2) dx + (e¥ — x?) dy
= C
/--\ donde C es la trayectoria que encierra la region anular que se muestra en la figura 6.31.
x Soluciéon En coordenadas polares, R estd dada por 1 < r <3 para 0 <0 < 7. Ademés
(=3,0) (-1,0) | (1,0)  (3,0)
oN oM
C es suave por partes. v —2x — 2y = —2(rcos 6 + rsenb).
Figura 6.31 ro

Asf, por el teorema de Green,

f(arctanx-f—yz)dx-l— (e — x?) dy = ff—Z(x-l—y)dA
c R
T (3
=JJ —2r(cos 0 + sen8)r dr d
o1

™ e
= J —2(cos 6 + sen 0)*] do
0 1

3
= f (—2>(cos 0 + senf) do
o 3
= —sz[senﬂ — cos 9}
3 0
_ 104
3

En los ejemplos 1, 2 y 4, el teorema de Green se utilizé para evaluar integrales de
linea como integrales dobles. También puede utilizar el teorema para evaluar integrales
dobles como integrales de linea. Una aplicacién ttil se da cuando aN/dx — dM/dy = 1.

fde+Ndy=ff<m—W>dA
c R 0x ay
=ff1dA woM_,
R ox ady

= Area de la regién R

Entre las muchas opciones para M y N que satisfacen la condicion establecida, la opcion de

y X
M=-2 y n=2
2 Y 2

genera la siguiente integral de linea para el drea de la regién R.

Integral de linea para el area

Si R es una regién plana acotada por una curva simple C, cerrada y suave por par-
tes, orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj, entonces el area de R
estd dada por

1
Azfxdy—ydx.
2 Je
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Figura 6.32

-

y C,: Elipse

C,: Circunferencia

ar

C3:y=0,
C4:y=0,

Figura 6.33

\_
ot}

1<x<3
1<x<3

6.5 Teorema de Green A15

I Hallar el area mediante una integral de linea

Use una integral de linea para hallar el drea de la elipse (x?/a?) + (y?/b?) = 1.

Solucion Utilizando la figura 6.32, puede inducir a la trayectoria eliptica una orien-
tacion en sentido contrario a las manecillas del reloj haciendo x = acostyy = b sen ¢,
0 < t < 24r. Por tanto, el area es

21
A= ;j xdy — ydx = ;j [(a cos t)(bcos 1) dt — (bsent)(—a sent) dt]
c 0

ab 2
= 2[ (cos?t + sen??) dt
0
_ @[{rﬂ-
21 Jo
= mab.

El teorema de Green puede extenderse para cubrir algunas regiones que no son
simplemente conexas. Esto se demuestra en el ejemplo siguiente.

I El teorema de Green extendido a una region
con un orificio

Sea R la region interior a la elipse (x*/9) + (y*/4) = 1y exterior al circulo x> + y*> = 1.
Evalte la integral de linea

f 2xy dx + (x2 + 2x) dy
c

donde C = C, + C, es la frontera de R, como se muestra en la figura 6.33.

Solucidon Para empezar, introduzca los segmentos de recta C; y C, como se muestra
en la figura 6.33. Observe que como las curvas tienen orientaciones opuestas, las in-
tegrales de linea sobre ellas se cancelan entre si. Ademas, puede aplicar el teorema de
Green a la regién R utilizando la frontera C, + C, + C, + C;para obtener

Lnydx+(x2+2x)dy=Lf<g];l—?;)dA
=ff(2x+2—2x)dA
i

= 2(4rea de R)

= 2(mab — wr?)
=2[7(3)(2) — =(1?)]
= 107

En la seccién 6.1 se estableci6 una condicién necesaria y suficiente para campos vec-
toriales conservativos. Ahf sélo se presentd una direccién de la demostracién. Ahora puede
dar la otra direccién, usando el teorema de Green. Sea F(x, y) = Mi + Nj definido en un
disco abierto R. Usted quiere demostrar que si M y N tienen primeras derivadas parciales
continuas y dM/dy = dN/dx, entonces F es conservativo. Suponga que C es una trayectoria
cerrada que forma la frontera de una regién conexa contenida en R. Entonces, usando el
hecho de que dM/dy = dN/ox puede aplicar el teorema de Green para concluir que

JF-dr=fde+Ndy=ff<m—aM)dA=
c c R ox dy

Esto es, a su vez, equivalente a demostrar que F es conservativo (vea el teorema 6.7).
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T = cos 6i + sen6j

n = cos<0 + g)l + sen(@ + 7—27>J
= —sen fi + cos 60

N = sen 6i — cos 6j

Figura 6.34

Formas alternativas del teorema de Green

Esta seccion concluye con la deduccién de dos formulaciones vectoriales del teorema
de Green para regiones en el plano. La extensién de estas formas vectoriales a tres di-
mensiones es la base del estudio en el resto de las secciones de este capitulo. Si F es un
campo vectorial en el plano, puede escribir

F(x,y,z) = Mi + Nj + Ok

por lo que el rotacional de F, como se describi6 en la seccidn 6.1, estd dado por

i j k
a 9 9 ON.  IM. (aN aM)
tF=VxF=|~- — —|=-—7—i+— — - — k.
ro x dx dy 9z 0z ! 0z J 0x Jy
M N O
Por consiguiente
ON oM N oM ON M
tF) - k=|—i+—j+|——— k=—7—-—
(rot F) [ 9z ! az'] (8)6 8y> } ax dy

Con condiciones apropiadas sobre F, C y R, puede escribir el teorema de Green en
forma vectorial

[ [ (2~ 2
=JJ(rotF)'de.

La extension de esta forma vectorial del teorema de Green a superficies en el espacio da
lugar al teorema de Stokes, que se estudia en la seccién 6.9.

Para la segunda forma vectorial del teorema de Green, suponga las mismas condicio-
nes sobre F, C'y R. Utilizando el parametro longitud de arco s para C, tiene r(s) = x(s)i +
y(s)j. Por tanto, un vector unitario tangente T a la curva C estd dado por r'(s) = T = x'(s)i
+ y'(s)j. En la figura 6.34 puede ver que el vector unitario normal hacia fuera N puede
entonces escribirse como

N = y(s)i — x'(s)j.

Por consiguiente, para F(x, y) = Mi + Nj se puede aplicar el teorema de Green para obtener

Primera forma alternativa

b
fF-Nds=f (Mi + Nj) - (y(s)i — x'(s)j) ds
C a
b
_ dy . dx
—L (Mds Nds)ds
ZJMdy—Ndx
C

=f—Ndx+Mdy
c
:“(W+3N>dA
R ax ay
ZdeideA.
R

Por consiguiente,

fF-NdsszdideA.
c R

Una generalizacién de esta forma a tres dimensiones se llama teorema de la diver-
gencia, discutido en la seccion 6.8. En las secciones 6.8 y 6.9 se analizardn las interpre-
taciones fisicas de divergencia y del rotacional.

Teorema de Green

Segunda forma alternativa
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

6.5 Ejercicios

Verificacion del teorema de Green En los ejercicios 1 a 4,
compruebe el teorema de Green evaluando ambas integrales

fyzdx+x2dy—jJ‘ (')N (')M

para la trayectoria dada.

1. C: frontera de la region que yace entre las graficasdey = x y
y=x%

2. C: frontera de la regién que yace entre las graficasde y = x y
y =

3. C: cuadrado con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)

4. C: rectangulo con vértices (0, 0), (3, 0), (3, 4), (0, 4)

HU Verificar el teorema de Green En los ejercicios 5 y 6, com-

pruebe el teorema de Green utilizando un sistema algebraico
por computadora y evalile ambas integrales

fxeydx+e"dy—f

sobre la trayectoria dada.

(2 ) 40

5. C: circunferencia dada por x> + y? = 4

6.C: frontera de la regién comprendida entre las graficasde y = xy
y = x° en el primer cuadrante

Evaluar una integral de linea utilizando el teorema de
Green En los ejercicios 7 a 10, utilice el teorema de Green
para evaluar la integral

L(y—x)dx+(2x—y)dy

sobre la trayectoria dada.

7. C: frontera de la regién comprendida entre las graficas de y = x
yy=2-2x

8.C:x=2cosf,y=senf

9. C: frontera de la region interior al rectdngulo acotado por x = -5,
x =5,y =-3yy =3,y exterior al cuadrado acotado por x =
-lLLx=1,y=-1lyy=1.

10. C: frontera de la regién interior al semicirculo y = V25 — &2
y exterior al semicirculo y = /9 — x?

Evaluar una integral de linea usando el teorema de
Green En los ejercicios 11 a 20, utilice el teorema de Green
para evaluar la integral de linea.

11.j2xydx+(x+y)dy
c

C: frontera de la regiéon comprendida entre las graficas de,
y=0yy=1-x

12. f y2dx + xydy
c

C: frontera de la regién comprendida entre las graficas de,
y=0,y= Vx yx=9

13. f (x2 —y?)dx + 2xydy 14. f (x2 — y?) dx + 2xy dy
c c
C: x> +y2=16 C:r=1+cos#
15. f e¥cos 2y dx — 2e*sen 2y dy
c
C: x2+y2=a2
16. | 2 arctan= dx+ln(x2+y2) dy
tx=4+2cosf,y=4+send

17.

B‘*Qh

cosydx + (xy — xseny) dy

C: frontera de la regién comprendida entre las gréficas de, y = x

yy=x
18. f (™2 — y) dx + (e7¥2 + x) dy
c
C: frontera de la region comprendida entre las graficas de la

circunferencia, x = 6 cos 6,y = 6 sen 6 y la elipse,
x=3cosf, y=2sen0

19. f (x = 3y)dx + (x + y)dy

C: frontera de la region comprendida entre las graficas de
x2+y?=1y x> +y2=9

20. f 3x2e¥ dx + e dy
c

C: frontera de la regién comprendida entre los cuadrados
con vértices (1,1),(=1,1),(=1,=1) y (I, = 1) y (2,2),
(=2,2),(-2,-2) y (2,-2)

Trabajo En los ejercicios 21 a 24, utilice el teorema de Green
para calcular el trabajo realizado por la fuerza F sobre una
particula que se mueve, en sentido contrario a las manecillas
del reloj, por la trayectoria cerrada C.

21. F(x,y) = xyi +
C: x>+y?=1

(x +y)j

22. F(x,y) = (e* — 3y)i + (e¥ + 6x)j
C:r=2cos 6
23. F(x,y) = (32 = 3y)i + (6x + 5/5)j

C: frontera del tridngulo con vértices, (0, 0), (5,0) y (0,5)
24. F(x,y) =

C: frontera de la region comprendida entre las graficas de
y = Jx, y=0yx=9

(3x% + y)i + 4xy?j

Area En los ejercicios 25 a 28, utilice una integral de linea
para hallar el area de la region R.

25. R: region acotada por la grafica de x> + y? = a?

26. R: tridangulo acotado por las graficasde x = 0,3x -2y =0y
x+2y=38
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27. R:regioén acotada por la grificade y = 5x-3yy = x> + 1
28. R: region interior al lazo de la hoja o folio de Descartes acotada
por la grifica de
3t 32

Pyl Y TR

X =

DESARROLLO DE CONCEPTOS
29. Teorema de Green Enuncie el teorema de Green.

30. Area Dé laintegral de linea para el 4rea de una regién R
acotada por una curva simple suave por partes C.

Usar el teorema de Green para comprobar una formula
En los ejercicios 31 y 32, utilice el teorema de Green para verificar
las formulas de las integrales de linea.

31. La centroide de una regién de drea A acotada por una trayecto-
ria simple cerrada C es

1

- 2
24 . y*dx.

_ 1
X2 dy, y - _a
c

=

32. El é4rea de una regién plana acotada por la trayectoria simple
cerrada C dada en coordenadas polares es

_1r 5
A—chr do.

Centroide En los ejercicios 33 a 36, utilice un sistema alge-
braico por computadora y los resultados del ejercicio 31 para
hallar el centroide de la region.

33. R: region acotada por las grificasdey =0y y =4 —x>

34. R: regién acotada por las grificasde y = a?> — x>yy =10
35. R: region acotada por las grificasdey = x*yy =x,0<x< 1
36. R: tridangulo cuyos vértices son (—a, 0), (a, 0) y (b, c), donde

—-a<b<a

Area En los ejercicios 37 a 40, utilice los resultados del ejer-
cicio 32 para hallar el area de la region acotada por la grafica
de la ecuacion polar

37. r = a(l — cos 6)
38. r = acos 30
39. r =1 + 2 cos 6 (lazo interior)
3
40.r=——
0. 2 —cos 6

41. Valor maximo
(a) Evalte fc ydx + 27x — x°) dy,
1
donde C, es el circulo unitario dado por r(f) = cos i +
sen #j, para 0 <1 <27
(b) Determine el valor mdximo de fc yidx + (27x — x3) dy,

donde C es cualquier curva cerrada en el plano xy, orien-
tada en sentido contrario a las manecillas del reloj.

43.

44.

,COMO LO VE? Utilice el teorema de Green para
explicar por qué

ch(x)dx +g(»)dy=0

donde f'y g son funciones derivables y C es una trayec-
toria cerrada simple suave por partes (vea la figura).

y

Teorema de Green: region con un agujero Sea R la
region dentro del circulo x = 5 cos 6, y = 5 sen 0 y fuera de
la elipse x = 2 cos 6, y = sen 6. Evalte la integral de linea

f (™72 — y)dx + (™2 + x) dy
c

donde C = C; + C, es la frontera de R, como se muestra en la
figura.

y C,: Circunferencia
C,: Elipse

Teorema de Green: region con un agujero Sea R la
region dentro de la elipse x = 4 cos 0, y = 3 sen 0 y fuera del
circulo x = 2 cos 6, y = 2 sen 6. Evalde la integral de linea

f (Bx2%y + 1) dx + (x3 + 4x) dy
c

donde C = C, + C, es la frontera de R, como se muestra en la
figura.

y C,: Elipse
C,: Circunferencia

N
o




45.

46.

47.

48.

Piénselo Sea

[= ydx — xdy
c x2+y?

donde C es una circunferencia orientada en sentido contrario al
de las manecillas del reloj. Demuestre que / = 0 si C no con-
tiene al origen. ;Cudl es el valor de / si C contiene al origen?

Piénselo Para cada trayectoria dada, compruebe el teorema
de Green demostrando que

N M
2de + 2dy = | [[S2 - 55 da.
Joracs o 155

Para cada trayectoria, ;cudl es la integral més facil de evaluar?
Explique.

(a) C: tridngulo con vértices (0, 0), (4,0)y (4, 4)
(b) C: circunferencia dada por x*> + y> = 1

Demostracion

(a) Sea C el segmento de recta que une (x;, y,) y (x,, ¥,). De-
muestre que [ —y dx + xdy = x;y, — X,y
(b) Sean (x;,y,), (X, ¥,), . . ., (x,,¥,) los vértices de un poligo-
no. Demuestre que el drea encerrada es
1
ey, = 0y) + (s = x39,) + - - - +
(xnflyn - xnyn*l) + ('xnyl - xlyn)]'
Area Utilice el resultado del ejercicio 47(b) para hallar el
drea encerrada por el poligono cuyos vértices se dan.

(a) Pentagono: (0, 0), (2,0),(3,2), (1,4 y(-1,1)
(b) Hexdgono: (0, 0), (2,0), (3,2),(2,4),(0,3)y (-1, 1)

Funciones hiperbdlicas y trigonométricas

(a)

(b)

©)

Dibuje la curva plana representada por la funcién vectorial
r(t) = cosh i + senh ¢#j en el intervalo 0 <t < 5. Demuestre que
la ecuacidn rectangular que corresponde a r(f) es la hipérbola
x* —y* = 1. Compruebe el dibujo utilizando una herramienta
de graficacién para representar la hipérbola.

Sea P = (cosh ¢, senh ¢) el punto de la hipérbola correspon-
diente a r(¢) para ¢ > 0. Utilice la férmula para el drea

A:lJ'xdy—ydx
2)c

para comprobar que el drea de la regién que se muestra en la
1
figura es 5¢.

Demuestre que el drea de la regién indicada estd dada por la
integral

senh ¢
A= f [\/l + y?> — (coth d))y] dy.
0

Confirme su respuesta para la parte (b) por aproximacioén nu-
mérica de la integral para ¢ = 1, 2,4y 10.

6.5 Teorema de Green A19

Demostracion En los ejercicios 49 y 50, demuestre la identi-
dad, donde R es una regién simplemente conexa con frontera C.
Suponga que las derivadas parciales requeridas de las funcio-
nes escalares f'y g son continuas. Las expresiones D\f'y D\g son
las derivadas en la direccion del vector normal exterior N de C

y se definen por D f = Vf- Ny Dyg = Vg - N.

49.

50.

51.

Primera identidad de Green
ff(szg +Vf-Vg)dA = f.fDNgdS
R c
[Sugerencia: Utilice la segunda forma alternativa del teorema

de Green y la propiedad div(fG) = fdiv G + Vf - G.]
Segunda identidad de Green

JJ (fV2¢ — gV?¥)dA = f (fDng — gDxf) ds
R. C

(Sugerencia: Utilice la primera identidad de Green, dada en el
ejercicio 49, dos veces.)

Demostracion SeaF = Mi + Nj, donde M y N tienen pri-
meras derivadas parciales continuas en una regiéon simplemen-
te conexa R. Demuestre que si C es cerrada, simple y suave, y
N, = M,, entonces [ F - dr = 0.

DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM

52. Determine la minima édrea posible de un conjunto convexo

en el plano que interseca ambas ramas de la hipérbola xy = 1
y ambas ramas de la hipérbola xy = —1. (Un conjunto S en el
plano se llama convexo si para cualesquiera dos puntos en S
el segmento de recta que los conecta estd contenido en S.)

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize

Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos

reservados.

(d) Considere la circunferencia unitaria dada por x> + y> = 1. Sea

el angulo formado por el eje x y el radio a (x, ). El area del sec-
tor correspondiente es %0. Es decir, las funciones trigonométri-
cas f(0) = cos 0y g(6) = sen 6 podrian haber sido definidas como
las coordenadas del punto en el circulo unitario que determina
un sector de drea %6. Escriba un parrafo breve explicando cémo
definir las funciones hiperbdlicas de una manera similar, utili-
zando la “hipérbola unitaria” x*> — y* =

y

(cosh ¢, senh ¢)

©,0] (1,0
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6.6 Superficies paramétricas

% Comprender la definicion y esbozar la grafica de una superficie paramétrica.

% Hallar un conjunto de ecuaciones parameétricas para representar una superficie.
% Hallar un vector normal y un plano tangente a una superficie paramétrica.

% Hallar el area de una superficie paramétrica.

Superficies paramétricas

Ya sabe representar una curva en el plano o en el espacio mediante un conjunto de ecua-
ciones paramétricas o, de forma equivalente, por una funcién vectorial.

r(r) = x()i + y(©)j Curva en el plano
r(r) = x(¢)i + y(t)j + z(nk Curva en el espacio

En esta seccidn aprenderd a representar una superficie en el espacio mediante un conjun-
to de ecuaciones paramétricas o mediante una funcién vectorial. Observe que en el caso
de las curvas, la funcién vectorial r es funcién de un solo pardmetro t. En el caso de las
superficies, la funcién vectorial es funcién de dos parametros u y v.

Definicion de superficie paramétrica

Sean x, y y z funciones de u y v, continuas en un dominio D del plano uv. Al conjunto
de puntos x, y, z dado por

r(u, V) = x(u, v)i + y(u, V)J + z(u, V)k Superficie paramétrica

se le llama una superficie paramétrica. Las ecuaciones

X = x(u, V), y = y(u, v) y z= z(u, v) Ecuaciones paramétricas

son las ecuaciones paramétricas para la superficie.

Si § es una superficie paramétrica dada por la funcién vectorial r, entonces S es traza-
da por el vector posicion r(u, v) a medida que el punto (u, v) se mueve por el dominio D,
como se indica en la figura 6.35.

D -
v / =

r(u, v)

_— y

Figura 6.35

> TECNOLOGIA  Algunos sistemas algebraicos por computadora dibujan super-
ficies paramétricas. Si tiene acceso a este tipo de software, utilicelo para repre-
» sentar graficamente algunas de las superficies de los ejemplos y ejercicios de esta
. seccidn.



Figura 6.37

6.6 Superficies paramétricas A21

m Trazar una superficie paramétrica

Identifique y dibuje la superficie paramétrica S dada por
r(u,v) = 3cosui + 3 senuj + vk

donde 0Su<2my(0<v<4.

Solucion Dadoquex=3cosuyy= 3
3 sen u, sabe que en cada punto (x, y, z) de la _ e
superficie, x y y estdn relacionados mediante 3 )
la ecuacién

x>+ y? =32,

) 14
En otras palabras, cada seccién transversal de S,
paralela al plano xy, es una circunferencia de

radio 3, centrada en el eje z. Como z = v, donde

0<sv<4

puede ver que la superficie es un cilindro circu-  gioyra 6.36
lar recto de altura 4. El radio del cilindro es 3,

y el eje z forma el eje del cilindro, como se

muestra en la figura 6.36.

Como ocurre con las representaciones paramétricas de curvas, las representaciones
paramétricas de superficies no son tnicas. Es decir, hay muchos conjuntos de ecuacio-
nes paramétricas que podrian usarse para representar la superficie que se muestra en la
figura 6.36.

m Trazar una superficie paramétrica

Identifique y dibuje una superficie paramétrica S dada por
r(u, v) = senu cos vi + senu senvj + cos uk
donde 0<u<7myO0<v<27.

Solucién Para identificar la superficie, puede tratar de emplear identidades trigono-
métricas para eliminar los pardmetros. Después de experimentar un poco, descubre que

x2 4+ y> + 22 = (senu cos v)> + (senu senv)? + (cos u)?
= sen? u cos? v + sen? u sen?v + cos® u
= sen? u(cos? v + sen?v) + cos?u
=sen?u + cos’u
=1.
Asf pues, cada punto en S se encuentra en la esfera unitaria o esfera unidad, centrada

en el origen, como se muestra en la figura 6.37. Para una u = d,, r(u, v) fija, trace las
circunferencias de latitud

x>+ y?=sen’d, 0=<d =<

que son paralelas al plano xy, y para una v = ¢, r(u, v) fija, trace semicirculos de longi-
tud o meridianos.

Para convencerse de que r(u, v), trace toda la esfera unitaria, recordando que las
ecuaciones paramétricas

x=psen¢cosh, y=psen¢dsenf y z= pcos e

donde 0 <0 <2my 0<¢ <, describen la conversién de coordenadas esféricas a coor-
denadas rectangulares, como se vio en la seccién 5.7. n
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Figura 6.38

10 -
X

Figura 6.39

Ecuaciones paramétricas para superficies

En los ejemplos 1 y 2 se le pidi6 identificar la superficie descrita por un conjunto dado
de ecuaciones paramétricas. El problema inverso, el de asignar un conjunto de ecuacio-
nes paramétricas a una superficie dada, es generalmente mas dificil. Sin embargo, un
tipo de superficie para la que este problema es sencillo, es una superficie dada por z =
fx, ¥). Tal superficie la puede parametrizar como

r(x,y) = xi + yj + f(x, y)k.

] Representar una superficie paramétricamente

Dé€ un conjunto de ecuaciones paramétricas para el cono dado por
z = / x2 + y2
como el que se muestra en la figura 6.38.

Solucion Como esta superficie estd dada en la forma z = f{x, y), puede tomar x y y
como pardmetros. Entonces el cono se representa por la funcién vectorial

r(x,y) = xi + yj + V/x* + y*k
donde (x, y) varia sobre todo el plano xy.
Un segundo tipo de superficie ficil de representar paramétricamente es una super-

ficie de revolucién. Por ejemplo, para representar la superficie generada por revolucién
de la gréfica de

y=fkx), a<x<bh
en torno al eje x, utilice
x=u, y=f()cosv y z=f(u)senv

dondea<u<by0<v<2m.

] Representar una superficie de revolucion
paramétricamente

Escriba un conjunto de ecuaciones paramétricas para la superficie de revolucién obte-
nida al hacer girar

f(x)=§, 1<x<10

en torno al eje x.

Soluciéon Utilice los pardmetros u y v como se describi6 antes para obtener
1 1
x=u, y=f(u)cosv=-cosv y z=f(u)senv = - senv
u

donde
l=u=10 y O0=v<=2m

La superficie resultante es una porcién de la trompeta de Gabriel, como se muestra en la
figura 6.39.

La superficie de revolucion del ejemplo se forma haciendo girar la grafica de y =
f(x) en torno al eje x. Para otros tipos de superficies de revolucion, puede usarse una
parametrizacién similar. Por ejemplo, para parametrizar la superficie formada por revo-
lucién de la grafica de x = f(z) en torno al eje z, puede usar

z=u, x=f@)cosv y y=f(u)senv.



Figura 6.40

6.6 Superficies paramétricas A23

Vectores normales y planos tangentes
Sea S una superficie paramétrica dada por
r(u,v) = x(u, )i + y(u,v)j + z(u, v)k

sobre una regién abierta D tal que x, y y z tienen derivadas parciales continuas en D. Las
derivadas parciales de r respecto a u y v estdn definidas como

u

0x ., dy ., 0z
== + 2 + Z vk
r ™ (u, v)i o (u,v)j au(u,v)

ox ., dy ., 0z
== + 2 + & ,
> (u, v)i P (u, v)j o (u,v)k

Cada una de estas derivadas parciales es una funcién vectorial que puede interpretarse
geométricamente en términos de vectores tangentes. Por ejemplo, si v = v, se mantiene
constante, entonces r(x, v,) es una funcién vectorial de un solo pardmetro y define una
curva que se encuentra en la superficie S. El vector tangente a C, en el punto

(x(uo, Vo)’ y(uo’ Vo), Z(”o’ Vo))

estd dado por
ox . dy . 0z
r,(uy, vo) = g(uo,vo)l + a(uo, vo)j + g(uo,vo)k

como se muestra en la figura 6.40. De manera similar, si u = u, se mantiene constante,
entonces r(u,, v) es una funcién vectorial de un solo pardmetro y define una curva C,
que se encuentra en la superficie S. El vector tangente a C, en el punto (x(u, v), y(i, v),
Z(uy, v)) estd dado por

ox . 0y ., 0z
r (ug, vy) = P (g, vo)i + 5(%, voli + = (ug, vo)K.

7\/ av

Si el vector normal r, X r, no es 0 para todo (&, v) en D, entonces se dice que la super-
ficie es suave y tendrd un plano tangente. De manera informal, una superficie suave es
una superficie que no tiene puntos angulosos o cuspides. Por ejemplo, esferas, elipsoi-
des y paraboloides son suaves, mientras que el cono del ejemplo 3 no es suave.

Vector normal a una superficie paramétrica suave
Sea § una superficie paramétrica suave
r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k

definida sobre una regién abierta D en el plano uv. Sea (u,, v,) un punto en D. Un
vector normal en el punto

(X9s Yo» 20) = (xlug, vo), ¥y, vo), 2(utg, vo))

estd dado por

i J k
dx dy 0z
N = r,(ug, vo) X v.(u0,v0) = |ou  ou  oul-
ax oy oz
v dv  dv

La figura 6.40 muestra el vector normal r, X r,. El vector r, X r, también es normal
a Sy apunta en la direccién opuesta.
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Figura 6.41

Av.r

Aur,

o

X

Figura 6.42

Hallar un plano tangente a una superficie
paramétrica

Encuentre una ecuacion para el plano tangente al paraboloide dado por
r(u,v) = ui + vj + (> + )k
en el punto (1, 2, 5).

Solucién El punto en el plano uv que es llevado al punto (x, y, z) = (1,2, 5) es (u,v) =
(1, 2). Asi, derivadas parciales de r son

r,=i+2uk y r,=j+ 2vk.

El vector normal estd dado por

i Jj k
r,xr,= |1 0 2u|=—-2ui-2vj+k
0 I 2v

lo que implica que el vector normal en (1, 2, 5) es

r,xr,= —2i —4j + k.

Por tanto, una ecuacién del plano tangente en (1, 2, 5) es
2-1)—-4y—-2)+(Ez—-5=0
—2x —4y+z=-5.

El plano tangente se muestra en la figura 6.41.

Area de una superficie paramétrica

Para definir el drea de una superficie paramétrica, puede usar un desarrollo similar al
dado en la seccién 5.5. Para empezar construya una particion interna de D que consiste
en n rectdngulos, donde el drea del rectdangulo i-ésimo D, es AA; = Au,Av,, como se
muestra en la figura 6.42. En cada D, sea (u;, v;) el punto mds cercano al origen. En el
punto (x;, y;, z,) = (x(u;, v)), y(u;, v,), z(u;, v;)) de la superficie S, construya un plano tan-
gente 7. El drea de la porcién en que corresponde a D,, AT; puede ser aproximada por
un paralelogramo en el plano tangente. Es decir, AT; = AS.. Por tanto, la superficie de S
estd dada por X AS; = X AT,. El 4rea del paralelogramo en el plano tangente es

||Auiru X Avirv” = ||ru X rv” AI’li Avi
lo cual conduce a la definicién siguiente.

Area de una superficie paramétrica

Sea S una superficie paramétrica suave
r(u,v) = x(u, v)i + y(u,v)j + z(u, v)k

definida sobre una regién abierta D en el plano uv. Si cada punto de la superficie S
corresponde exactamente a un punto del dominio D, entonces el area de la superfi-
cie de S estd dada por

Area de la superficie = f f ds = f f [r, x r || dA
S. D

donde

d J J d
r,= i+ 2j+ Sk and r,= i+ 2j+ k.
“ ou ou u voooov av ov



La super-
ficie del ejemplo 6 no satisface
totalmente la hipdtesis de que
cada punto de la superficie
corresponde exactamente a un
punto de D. Para esta superficie,
r(u, 0) = r(u, 2) para todo
valor u. Sin embargo, como el
traslape consiste s6lo en un semi-
circulo que no tiene drea, puede
aplicar la férmula para el area de
una superficie paramétrica.

6.6 Superficies paramétricas A25

Para una superficie S dada por z = f(x, y) esta formula para el 4rea de la superficie
corresponde a la dada en la seccidn 5.5. Para ver esto, puede parametrizar la superfi-
cie utilizando la funcién vectorial

r(x,y) = i + yj + f(x, y)k
definida sobre la regién R en el plano xy. Utilizando

r,=i+f,yk y r,=j+f(xyk

se tiene
i j k
roxr, =1 0 flo,y|=—fle,i—fxyj+k
0 1 fxy)
y

e, < xll = V£GP + 4GP + 1.

Esto implica que el drea de la superficie de S es

Area de la superficie = J f [[r, > r [ dA
R

- JJ 1+ [£0n9)]2 + [, y)]2dA.

I Hallar el area de una superficie

Encuentre el drea de la superficie de la esfera unitaria dada por
r(u, v) = senu cos vi + senu senvj + cos uk

donde el dominio D estd dadoporO<u<my0<v<27.

Solucion Para empezar, calculer, y r,.

r, = cos u cos vi + cos u senvj — senuk

u

r, = —senusenvi + senu cos vj

4

El producto vectorial de estos dos vectores es

i j k
r,xIr,=|COSucosv cosusenv —senu
—senu Senv Senu cos v 0

= sen? u cos vi + sen? u senvj + sen u cos uk

lo cual implica que

[r, x r,| = /(sen? u cos v)2 + (sen? u senv)? + (sen u cos u)?

sen* u + sen? u cos? u
= Usen?u

= senu. senu > Opara0<u <7

Por ultimo, el 4rea de la superficie de la esfera es

A= [ [irxrfas
D
2 (T
=f j sen u du dv
o Jo
2
:J 2dv
0

= 41r.
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X

Figura 6.43

Exploracion

Para el toro del ejemplo 7,
describa la funcién r(u, v) para
u fijo. Después, describa la
funcién para r(u, v) para v fijo.

Hallar el area de una superficie
Encuentre el drea de la superficie del toro dada por

r(u,v) = (2 + cos u) cos vi + (2 + cos u) senvj + sen uk
donde el dominio D estd dado por 0 <u <27y 0 <v <27. (Vea la figura 6.43.)
Solucion Para empezar, calculer, y r,

r, = —senucosvi — senusenvj + cos uk

u
r, = —(2 + cosu)senvi + (2 + cos u) cos vj
El producto vectorial de estos dos vectores es
i i k
r,xXr, = —Sen u cos v —senusenv  CoSu
—(2 +cosu)senv (2 +cosu)cosy O
= —(2 + cos u)(cos v cos ui + sen v cos uj + sen uk)

lo cual implica que

[r, x r|| = (2 + cos u)</(cos v cos u)*> + (sen v cos u)*> + sen®u

= (2 + cos u)</cos?u(cos? v + sen?v) + sen? u
= (2 + cos u)/cos? u + sen®u

=2 + cos u.

Por ultimo, el area de la superficie del toro es

A= jf”ru x r,|| dA
D
2 (27
=f f (2 + cos u) du dv
o Jo

27
= f 4 dv
0

= 872

Si la superficie es una superficie de revolucién, puede demostrar que la férmula
para el area de la superficie, conocida, es equivalente a la férmula dada en esta seccién.
Por ejemplo, suponga que f'sea una funcion no negativa tal que f’ sea continua sobre el
intervalo [a, b]. Sea S la superficie de revolucidn formada por revolucién de la gréfica
de fdonde a < x < b, en torno al eje x. Se sabe que el 4rea de la superficie esta dada por

b
Area de la superficie = 27| f(x)/1 + [f(x) dvx.

Para representar S paramétricamente sea

x=u, y=fwcosv y z=f(u)senv
donde a <u <by0<v<27. Entonces

r(u,v) = ui + f(u) cos vj + f(u) sen vk.

Intente demostrar que la férmula
Area de la superficie = f f [r, x r| dA
D

es equivalente a la férmula dada arriba (vea el ejercicio 58).
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Ejercicios

Relacionar En los ejercicios 1 a 6, relacione la funcién vec-
torial con su grafica. [Las graficas estan marcadas (a), (b), (c),

(@), (e) y (F).]
(@ N (b)

> N

e

-2 -1 1""“—-—-<__>y

(©) N (d)

(e) X ()

!

. r(u,v) = ui+ vj + wk

. r(u,v) = ucosvi+ usenvj + uk
. r(u,v) = ui + 3(u + v)j + vk
r(u,v) = ui + 13 + vk

. r(u,v) = 2 cos vcosui+ 2cosvsenuj + 2senvk

S N A W N =

. r(u,v) = 4 cos ui + 4senuj + vk

Dibujar una superficie paramétrica En los ejercicios 7 a
10, encuentre la ecuacion rectangular de la superficie por elimi-
nacion de los parametros de la funcion vectorial. Identifique la
superficie y dibuje su grafica.

7. r(u, v) = ui + vj + %k

8. r(u, v) = 2u cos vi + 2u senvj + 2’k
9. r(u,v) = 2cos ui + vj + 2 sen uk

10. r(u, v) = 3 cos v cos ui + 3 cos v sen uj + 5 sen vk

ldP Trazar la grafica de una superficie paramétrica En los ejer-
cicios 11 a 16, utilice un sistema algebraico por computadora y re-
presente graficamente la superficie dada por la funcién vectorial.

11. r(u, v) = 2ucos vi + 2u sen vj + uk

O<su<l 0<v<2mw

12. r(u,v) = 2 cos v cos ui + 4 cos v sen uj + sen vk
0<su<22wm 0=<v<27

13. r(u, v) = 2 senh u cos vi + senh u sen vj + cosh uk
O0<su<?2, 0<v<2mw

14. r(u, v) = 2u cos vi + 2u sen vj + vk
O0<su<l 0<v<3m

15. r(u,v) =

O<su<mm 0<v<2mw

(u — senu) cos vi + (1 — cos u) sen vj + uk

16. r(u, v) = cos® u cos vi + sen’ u sen vj + uk

OSusg, 0<v<2m
Piénselo Enlos ejercicios 17 a 20, determine cémo la grafica
de la superficie s(u, v) difiere de la grafica de s(u, v) = u cos vi +
u sen vj + u’k (vea la figura), donde 0 <u <2y 0 <y <27. (No
es necesario representar a s graficamente.)

17. s(u,v) = ucos vi + u senvj — u’k
0<u<?2 0<v<2nm
18. s(u,v)

0<wu<?2 0<v<2m

ucos vi + u?j + usenvk

19. s(u,v) = ucosvi + usenvj + u’k
0<u<3 0<v<22rw
20. s(u,v) = 4u cos vi + 4usen vj + u’k

0<wu<?2 0<v<2m

Representar una superficie en forma paramétrica En los
ejercicios 21 a 30, encuentre una funcién vectorial cuya grafica
sea la superficie indicada.

21. Elplano z =y

22. Elplanox + y + z=16
23. Elplano y = /4x + 972
24. Elcono x = J/16y% + 22
25. Elcilindro x? + y?> = 25
26. El cilindro 4x? + y*> = 16
27. Elcilindro z = x?

Lox2 2
. 4+ =
28. El elipsoide o T I 1
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29. La parte del plano z = 4 interior al cilindro x> + y*> = 9

30. La parte del paraboloide z = x*> + y? interior al cilindro x*> +
¥ =

Superficie de revolucion En los ejercicios 31 a 34, dé un

conjunto de ecuaciones paramétricas para la superficie de re-

volucién obtenida por revolucion de la grafica de la funcién en
torno al eje dado.

Funcion Eje de revoluciéon
31.y=§, 0<x<6 Eje x
R.y=Vx, 0<x<4 Eje x
33.x=senz, 0<z<mw Eje z
4. z=y>+1, 0<sy=<2 Ejey

Plano tangente En los ejercicios 35 a 38, encuentre una
ecuacion para el plano tangente a la superficie dada por la fun-
cion vectorial en el punto indicado.

35.r(u,v) = (w+v)i+ (u—v)j+k, (1,-1,1)

(1,-1,1)

Figura para 35 Figura para 36

36. r(u,v) = ui +vj + Vuvk, (1,1,1)
37. r(u,v) = 2ucosvi + 3usenvj + u’k, (0,6,4)

e 4

Area Enlos ejercicios 39 a 46, encuentre el drea de la superficie

sobre la region dada. Utilice un sistema algebraico por compu-

tadora para comprobar los resultados.

39. La parte del plano r(u, v) = 4ui —vj + vk, donde 0 <u <2y
0<v<1

40. La parte del paraboloide r(u, v) = 2u cos vi + 2u sen vj + u’k,
donde0<u<2y0<v<2mw

41. La parte del cilindro r(u, v) = a cos ui + a sen uj + vk, donde
0<u<2my0<v<b

42, Laesferar(u,v) = asenucosvi + a sen u sen vj + a cos uk,
donde0<u<myO0<v<2mw

43. La parte del cono r(u, v) = au cos vi + au sen vj + uk, donde
0<usbyO<sv<2mw

44. El toro r(u, v) = (a + b cos v)cos ui + (a + b cos v) sen uj +
bsenvk,dondea>b,0<u<2wry0<v<27w

45. La superficie de revolucién r(u,v) = /u cos vi + /u sen vj +
uk,donde 0<u<4y0<v<2w

46. La superficie de revolucién r(u, v) = sen u cos vi + uj +
senu senvk,donde 0 <u<wmy0<v<2w

DESARROLLO DE CONCEPTOS

47. Superficie paramétrica Defina una superficie para-
métrica.

48. Area de una superficie Dé la integral doble con la
que se obtiene el drea de la superficie de una superficie
paramétrica sobre una regién abierta D.

49. Representacion paramétrica de un cono Demuestre
que se puede representar el cono del ejemplo 3 de manera pa-
ramétrica mediante r(x, v) = u cos vi + u sen vj + uk, donde
0<uyO<sv<2mw

% ;COMO LO VE? Las figuras que se muestran a conti-

nuacién son las gréficas de r(u, v) = ui + sen u cos vj
+ senu sen vk, donde 0 <u < 7/2y 0<v <27,
Relacione cada una de las graficas con el punto en el
espacio desde la que se ve la superficie. Los puntos
son (10, 0, 0), (-10, 10, 0), (0, 10, 0) y (10, 10, 10).

(a) i (b) N

~

& y

.

(© ‘ (@) N




51.

A s2.

HV 53.

54.

55.

56.

Esfera asteroidal Una ecuacion de una esfera asteroidal
enx,yyzes

X234 23 28 = @23,

A continuacién se presenta una grafica de una esfera asteroi-
dal. Demuestre que esta superficie puede representarse para-
métricamente por medio de

r(u,v) = asen® u cos® vi + asen’® u sen’® vj + a cos® uk

donde0 =u=wmy0=v<=2m

?

Diferentes vistas de una superficie Utilice un sistema
algebraico por computadora para representar graficamente tres
perspectivas de la gréfica de la funcién vectorial

r(u,v) =ucosvi+usenvj+ 1k, 0 <u<m O0<v<nm
desde los puntos (10, 0, 0), (0, 0, 10) y (10, 10, 10).

Investigacion Utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para representar graficamente el toro

r(u, v) = (a+ b cos v) cos ui +
(a+ bcosv)senuj + bsenvk

para cada conjunto de valoresde ay b,donde 0 < u<2my0<
v < 27, Utilice los resultados para describir los efectos de a
y b en la forma del toro.

@a=4, b=1
c)a=38, b=1

b a=4, b=2
da=8, b=3

Investigacion Considere la funcién del ejercicio 14.

(a) Dibuje una grifica de la funcién donde u se mantenga
constante en # = 1. Identifique la grafica.

(b) Dibuje una gréfica de la funcién donde v se mantenga
constante en v = 27/3. Identifique la gréfica.

(c) Suponga que una superficie estd representada por la fun-
cién vectorial r = r(u, v). {Qué generalizacién puede ha-
cer acerca de la grifica de la funcién si uno de los pardme-
tros se mantiene constante?

Area de la superficie La superficie de la cipula de un
museo estd dada por

r(u, v) = 20 sen u cos vi + 20 sen u sen vj + 20 cos uk

donde 0 <u<w/3y0<v<2m, yr estd en metros. Determine
el area de la superficie de la cipula.

Hiperboloide Encuentre una funcién vectorial para el hi-
perboloide

X+y-722=1

y determine el plano tangente en (1, 0, 0).

57.

58.

A 5.

£ 60.
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Area Represente grificamente y encuentre el drea de una
vuelta completa de la rampa en espiral

r(u,v) = ucosvi + usenvj + 2vk
donde0 =u=<3y0=v<=<2m

Area de la superficie Sea f una funcién no negativa tal
que f’ es continua en el intervalo [a, b]. Sea S la superficie de
revolucién formada por revolucién de la grifica de f, donde
a<x<b,entornoalejex.Seax =u,y = flu)ycosvyz=
flw)senv,donde a<u<byO0<v<27w. Entonces S se representa
paramétricamente por r(u, v) = ui + flu) cos vj + f(u) sen vk.
Demuestre que las siguientes férmulas son equivalentes.

b
Area de la superficie = 27| f(x)v1 + [f/(x)P? dx

Area de la superficie = j J [r, x r,|dA
D

Proyecto abierto Las ecuaciones paramétricas
x =3+ senu[7 — cos(3u — 2v) — 2 cos(3u + v)]
y =3+ cosu[7 — cos(Bu — 2v) — 2 cos(3u + v)]
z = sen(3u — 2v) + 2 sen(3u + v)

donde —7 < u < 7y —m < v < 7, representan la superficie que se
muestra en la siguiente figura. Trate de crear una superficie para-
métrica propia utilizando un sistema algebraico por computadora.

-~

Banda de Mobius La superficie que se muestra en la figu-

ra se llama banda de Mobius y se puede representar mediante
las ecuaciones paramétricas

2 2 2

donde -1 <u<1y0<v<2m, ya = 3. Trate de representar
graficamente otra banda de Mobius para diferentes valores de a
utilizando un sistema algebraico por computadora.

Y v v
X = (a + ucosf> cosv,y = <a + ucosf>senv,z = usen_
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6.7 Integrales de superficie

(x,-,y,-,zl-) . \

x5 9;) y

o--}----49

La funcién escalar f asigna un nimero
a cada punto de S.

Figura 6.44

% Evaluar una integral de superficie como una integral doble.

% Evaluar integrales de superficie sobre superficies paramétricas.
% Determinar la orientacion de una superficie.

% Comprender el concepto de integral de flujo.

Integrales de superficie

El resto de este capitulo se ocupa principalmente de integrales de superficie. Primero
se consideran superficies dadas por z = g(x, y). Mas adelante, en esta seccion, se consi-
deran superficies mas generales dadas en forma paramétrica.

Sea S una superficie dada por z = g(x, y) y sea R su proyeccion sobre el plano xy,
como se muestra en la figura 6.44. Suponga que g, g, y g, son continuas en todos los
puntos de R, y que f es una funcién escalar definida en S. Empleando el procedimiento
usado para hallar el drea de una superficie en la seccion 5.5, evalde fen (x;, y;, 2,) y se
forma la suma

E fx, ¥, 2;) AS;
=1
donde
AS; = v1+ [gx(xi’yi)]2 + [gy(xi’yi)]2 AA,.

Siempre que el limite de la suma anterior cuando IIAll tiende a O exista, la integral de f
sobre S se define como

fJf(x,y,z) dS = lim if(xi,yi,zi) AS..
s

[l A0 i=1

Esta integral se puede evaluar mediante una integral doble.

TEOREMA 6.10 Evaluacion de una integral de superficie

Sea S una superficie cuya ecuacién es z = g(x, y) y sea R su proyeccion sobre el
plano xy. Si g, g,y g, son continuas en R, y f'es continua en S, entonces la integral
de superficie de f sobre S es

fs f Flr,v,2) dS = f f Sy gl )T T Ty T o, y)T da.

Para las superficies descritas por funciones de x y z (0 y y z), al teorema 6.10 se le
pueden hacer los siguientes ajustes. Si S es la grafica de y = g(x, z) y R es su proyeccién
sobre el plano xz, entonces

Lff(x,y,z) ds = Lff(x, glx,2),2V1 + Lg.(x,2)]? + [g.(x,2)]* dA.

Si S es la gréafica de x = g(y, ) y R es la proyeccion sobre el plano yz, entonces

L J Fx,y,2) dS = J f (3,23, VT ¥ [0, T+ [e.0v. T da.

Sifix, y, z) = 1, laintegral de superficie sobre S da el 4rea de la superficie de S. Por ejem-
plo, suponga que la superficie S es el plano dado por z = x, donde 0 <x<1y0<y<1.
El 4rea de la superficie de S es /2 unidades cuadradas. Trate de verificar que

Lff(x,y,z) ds = J2.
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I Evaluar una integral de superficie

Evalte la integral de superficie

ff (2 + 2yz) dS

donde S es la porcién del plano que se encuentra en el primer octante.
2x +y+2z=6.

Solucion Para empezar escriba § como

z= %(6 —2x—y)
glx,y) = %(6 - 2x — y).

Usando las derivadas parciales g,(x,y) = —1y g/(x,y) = —1, puede escribir
Z

1
©.9,3) I+ 8@ )P + g0 yP=(/1+1+ i - %

Utilizando la figura 6.45 y el teorema 6.10, obtiene

L f f (v + 2y2) dS = f f fley. e VT T TeGen)lE + Ty dA

=T [l 2ol

Figura 6.45
3 (26—
=3JJ ¥(3 — x) dy dx
0 Jo

(0,6,0)

I Il
| (@)
(] S
~_~~ —
b w
>'< |
< =
| W
CoB

Una solucidn alternativa para el ejemplo 1 seria proyectar S sobre el plano yz, como
se muestra en la figura 6.46. Entonces x = %(6 -y =22,y

0,6,0)
A

— /1 3
+“(3,0,0) i T U+ [P + ey = (f1+5+1=5"

Por tanto, la integral de superficie es

fJ (y* + 2yz) dS = Lff(g(y,z),y,z) 1+ [g,(y,2]* + [g.(y,2)]* dA

6 ((6—y)/2 3
= f f (y2 + 2yz)<*> dz dy
0 Jo 2

3 6
= 8f (36y — y3) dy
0

=243,
2

Figura 6.46

Trate de resolver el ejemplo 1 proyectando S sobre el plano xz.
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En el ejemplo 1 se podria haber proyectado la superficie S en cualquiera de los tres
planos de coordenadas. En el ejemplo 2, S es una porcién de un cilindro centrado en el
eje x, y puede ser proyectado en el plano xz o en el plano xy.

I Evaluar una integral de superficie

]

Evalte la integral de superficie
L R 0sx=<4
3 O=sy=<3 Jf(x-kz)dS
s,

donde S es la porcidn del cilindro que se encuentra en el primer octante,

y2+z2=9
1 4 entre x = 0 y x = 4, como se muestra en la figura 6.47.
3 2 P —
4 Soluciéon Proyecte S sobre el plano xy, de manera que

X

S gley) = VO
y obtiene
Figura 6.47 2
-y
T T - 1 ()
[.(x, y)] [gy('x v] m
9 — y?

El teorema 6.10 no se puede aplicar directamente, porque g, no es continua en y = 3.
Sin embargo, puede aplicar el teorema para 0 < b < 3 y después tomar el limite cuando b
se aproxima a 3, como sigue

Lf(x-i-z)dS:blilglff (x-l— r\/9—y2)7593_ =
=bgr?3fj< +1>dxdy
_bl—ff?:sj 2‘/9—y ]

b
8
= lim 3| |——=+ 4|4
b3 L(W—yz ) Y

b

dx dy

- 1% Yy
= bl_lgl 3[4y + 8 arcsen 3}

0

= Ilim 3<4b + 8 arcsen é)
b—3" 3

T
36 + 24 (E)

=36 + 127

Algunos sistemas algebraicos por computadora evalian
integrales impropias. Si se tiene acceso a uno de estos programas, utilicelo para
evaluar la integral impropia

J3J4x+ Jﬁ)\/—dxdy

(Se obtiene el mismo resultado que en el ejemplo 2?
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Usted ha visto que si la funcién f definida sobre la superficie S es simplemente
fix, v, 2) = 1, la integral de superficie da el drea de la superficie S.

Area de la superficie = f f 1ds
s

Por otro lado, si S es una ldmina de densidad variable y p(x, y, z) es la densidad en el
punto (x, y, 7), entonces la masa de la ldmina esta dada por

Masa de la ldmina = f f plx,y, z) ds.
s

] Hallar la masa de una lamina bidimensional

Una ldmina bidimensional S en forma de cono estd dada por
7=4-2Ux*+y% 0<z<4

como se muestra en la figura 6.48. En todo punto de S, la densidad es proporcional a la
distancia entre el punto y el eje z. Encuentre la masa m de la 1dmina.

Solucion Al proyectar S sobre el plano xy se obtiene

Sz=4-2/+y =gxy, 0<sz<4
R: x> +y?2<4

con densidad de p(x,y,z) = k</x> + y2. Usando una integral de superficie, puede
encontrar que la masa es

m = pr(x,y,z)dS

_ f f PN N Py | PR | EP

=k \/szyz\/l-i- .
® x2+y2 x2+y2

:kJIJﬁ\/szysz

Figura 6.48

2 (2
= kf f (ﬁr)r dr do Coordenadas polares
0 0
2 2
— \/gkf r3:| do
3 ) Tl

2
ZSﬁkf 6
3 U

g

_ 16/5km
3

0

[> Utilice un sistema algebraico por computadora para confirmar
el resultado del ejemplo 3. El sistema algebraico por computadora Mathematica
calcula la integral como sigue.

2 VA2 27 (2
kf J ﬁ\/x2+y2dxdy=kf f (ﬁr)rdrcw:@
—2J- 4=y o Jo 3
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Generada con Mathematica

Figura 6.49

Analisis vectorial

Superficies parameétricas e integrales de superficie

Usted puede demostrar que para una superficie S dada por la funcién vectorial

r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k

Superficie paramétrica

definida sobre una regién D en el plano uv, la integral de superficie de f(x, y, z) sobre §
estd dada por

[ [0 = [ [ttt ) e
Observe la analogia con una integral de linea sobre una curva C en el espacio
f fx,y,2)ds = fbf(x(t), y(8), z(2))|[x (2 || dt Integral de linea
C a
Observe que ds y dS pueden escribirse como

ds = ||r’(t)||dt y dS =|r(u,v)xr,(uv)|dA.

I Evaluar una integral de superficie

En el ejemplo 2 se mostré una evaluacion de la integral de superficie

ff(x-l—z)dS

donde S es la porcidn, en el primer octante, del cilindro
y2+z2=9
entre x = 0 y x = 4 (ver la figura 6.49). Evalde esta misma integral, ahora en forma
paramétrica.
Soluciéon En forma paramétrica, la superficie estd dada por

r(x, 6) = xi + 3 cos 0j + 3 sen 6k

donde 0 <x<4y0<0<7/2. Para evaluar la integral de superficie en forma paramétrica,
comience por calcular lo siguiente.

r, =i
r, = —3sen 6j + 3 cos 6k
i j k
r.xr,=|I1 0 0 = —3cos 0j — 3 senfk

0O —3senf 3cosb
J9cos2 6+ 9sen? 6 =3

e, e =

Por tanto, la integral de superficie es

/2
Jf(x+3sen0)3dA=ff (3x + 9 senb) df dx
D 0 Jo

4
4 /2
:J [3x0—90030} dx
0 0
4
3
= | (Zx+
L(ZX 9)dx

37 4
72 +
[4 X 9x}0

127 + 36
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/\»y

X Direccién hacia arriba

S estd orientada hacia arriba.

N= Y6
[IVG]|

0

\y

X Direccién hacia abajo

S estd orientada hacia abajo.
Figura 6.50
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Orientacion de una superficie

Para inducir una orientacién en una superficie S en el espacio se utilizan vectores uni-
tarios normales. Se dice que una superficie es orientable si en todo punto de S que no
sea un punto frontera puede definirse un vector unitario normal N de manera tal que los
vectores normales varien continuamente sobre la superficie S. Si esto es posible, S es
una superficie orientable.

Una superficie orientable S tiene dos caras. Asi, al orientar una superficie, elige uno
de los dos vectores unitarios normales posibles. Si S es una superficie cerrada, como por
ejemplo una esfera, se acostumbra escoger como vector unitario normal N el que apunta
hacia fuera de la esfera.

Las superficies mas comunes, como esferas, paraboloides, elipses y planos, son orien-
tables. (Vea en el ejercicio 3 un ejemplo de una superficie que no es orientable.) Ademads,
en una superficie orientable el vector gradiente proporciona una manera adecuada de ha-
Ilar un vector unitario normal. Es decir, en una superficie orientable S dada por

= g(x,y) Superficie orientable
se hace
Glx,y,2) = z — glx, y).

Entonces, S puede orientarse, ya sea por el vector unitario normal
VG(x,y,2)

IVG(x, y, 2|

gl yi— g )itk
V1 [P+ [P

o por el vector unitario normal

-VG(x,y,z2)

IVG(x, y,2)||

g i+ g y)j — k

= Unitario normal hacia abajo

1+ [, )P + [g,x, )]

como se muestra en la figura 6.50. Si la superficie suave orientable S estd dada en forma
paramétrica por

N:

Unitario normal hacia arriba

N =

r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k Superficie paramétrica

entonces los vectores unitarios normales estdn dados por

N = r,xr,
e, < x|
y
N = r,xr, .
e, <, |

Para una superficie orientable dada por
y=glxz o x=g(y2)
puede usar el vector gradiente

VG(x,y,z) = —g(x,2)i +j — g.(x,2)k Glx,y,2) =y — glx,2)

VG(x,y,2) =i — g(v,2)j — gy, 2k Glx,y.2) = x = g(y.2)

para orientar la superficie.
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7/

El campo de velocidades F indica
la direccidn del flujo del fluido.

Figura 6.51

Integrales de flujo

Una de las aplicaciones principales que emplean la forma vectorial de una integral
de superficie se refiere al flujo de un fluido a través de una superficie S. Suponga que
una superficie orientada S se sumerge en un fluido que tiene un campo de velocidad
continua F. Sea el drea de una pequefia porcién de la superficie S sobre la cual F
es casi constante. Entonces la cantidad de fluido que atraviesa esta region por unidad de
tiempo se aproxima mediante el volumen de la columna de altura F X N que se muestra
en la figura 6.51. Es decir,
AV = (altura)(drea de la base)
= (F - N) AS.
Por consiguiente, el volumen del fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiem-

po (llamada el flujo de F a través de S) estd dado por la integral de superficie de la
definicién siguiente.

Definicion de integral de flujo

Sea F(x, y,z) = Mi + Nj + Pk, donde M, Ny P tienen primeras derivadas parciales
continuas sobre la superficie S orientada mediante un vector unitario normal N. La
integral de flujo de F a través de S estd dada por

[[e-nes

Geométricamente, una integral de flujo es la integral de superficie sobre S de la
componente normal de F. Si p(x, y, 7) es la densidad del fluido en la integral de flujo

”pF-Nds
S.

representa la masa del fluido que fluye a través de S por unidad de tiempo.
Para evaluar una integral de flujo de una superficie dada por z = g(x, y), sea
Glx,y,2) = z = glx,y).

Entonces, N dS puede escribirse como sigue

VG(x,y,7)

IVG(x, y.2)|

VG(x,y,z2)
(g)% + (g,)* + 1
VG(x,y,z) dA

NdS = ds

Vig)? + (g,) + 1dA

Evaluacion de una integral de flujo

Sea S una superficie orientada dada por z = g(x, y) y sea R su proyeccion sobre el
plano xy.

ff F-NdS = ff F - [—gx(x, y)l - gy(x,y)j + k] dA  Orientada hacia arriba
S. R ’

ff F-NdS = jf F - [gx(x, y)i + gy(x,y)j - k] dA Orientada hacia abajo
S R

Para la primera integral, la superficie esta orientada hacia arriba, y en la segunda
integral, la superficie estd orientada hacia abajo.
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Usar una integral de flujo para hallar la razon
del flujo de masa

Sea § la porcién del paraboloide z

=glx,y) =4 —x2—)? 8t

que se encuentra sobre el plano xy, orientado por
medio de un vector unitario normal dirigido hacia
arriba, como se muestra en la figura 6.52. Un
fluido de densidad constante p fluye a través de la
superficie S de acuerdo con el campo vectorial

F(x,y,z) = xi + yj + zk.

Encuentre la razén de flujo de masa a través de S.

Solucion Empiece calculando las derivadas
parciales de

gx(x’y) = —2x x

y Figura 6.52
g,(x,y) = =2y

La razén de flujo de masa a través de la superficie S es

fJPF : NdS:prF - [—ge Vi — g,(x, )i + k] dA
=pff[xi+yj+(4—x2—y2)k]-(2xi+2yj+k)dA

=pff[2x2+2y2+ 4 —x2—y?)]dA

=pJJ(4+x2+y2)dA
R
2 (2
ZpJ f(4+r2)rdrd0
o Jo
2
=pf 12 d6
0

= 247p.

Para una superficie orientada S dada por la funcién vectorial
r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k Superficie paramétrica

definida sobre una regién D del plano uv, puede definir la integral de flujo de F a través
de S como

”F NdS = ” e ”>||r < r.| dA
=LJF-(ruxrv)dA.

Observe la semejanza de esta integral con la integral de linea

fF-dr=fF-Tds.
c c

En las siguientes paginas se presenta un resumen de las férmulas para integrales de linea
y de superficie.
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I Hallar el flujo de un campo cuadratico inverso

S:x2+y?+z2=a? Encuentre el flujo sobre la esfera S dada por

Z x2+y2+ 2 =q2 Esfera §

donde F es un campo cuadrdtico inverso dado por

a kq r kqr
N F(x,y, Z) = TOn T s T Campo cuadritico inverso F
N e el el = I
/a‘//..’ ;ﬂ-u._ - r = xi + yj + Zk.
» \of

Suponga que S estd orientada hacia fuera, como se muestra en la figura 6.53.

Solucion La esfera estd dada por

r(u,v) = x(u, V)i + y(u, v)j + z(u, v)k

Figura 6.53 = asenucosvi + asenusenvj + acos uk

donde 0 <u <7y 0<v<27. Las derivadas parciales de r son

r (u,v) = acosucosvi + acosusenvj — asenuk

r(u,v) = —asenusenvi + asenu cos vj

lo cual implica que el vector normal r, X r, es

i J k
r,Xr,=|acosucosv acosusenv —asenu
—asenuseny aSsenu cos v 0

= a*(sen® u cos vi + sen® u sen vj + sen u cos uk).
Ahora, usando
kqr
[P
_ xi +yj +zk
Uxi + yj + kP

F(x,y,z) =

kg . .
= —S(asenucosvi + asenusenvj + acos uk)
a
se deduce que

ki
F-(,xr)= ;631[(“ sen u cos vi + a sen u sen vj + a cos uk) -

a?(sen? u cos vi + sen? u sen vj + sen u cos uk)]
= kq(sen® u cos®> v + sen® u sen® v + sen u cos? u)
= kg sen u.

Por tltimo, el flujo sobre la esfera S estd dado por

JfF-NdS=JJ(kqsenu)dA
S D.
2 (T
:f f kq sen u du dv
0 0

= 41kq.
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El resultado del ejemplo muestra que el flujo a través de una esfera S en un campo
cuadratico inverso es independiente del radio de S. En particular, si E es un campo eléctri-
co, entonces el resultado obtenido en el ejemplo 6, junto con la ley de Coulomb, propor-
ciona una de las leyes bésicas de electrostatica, conocida como la ley de Gauss:

JJ E - NdS = 4mkq Ley de Gauss
S

donde ¢ es un carga puntual localizada en el centro de la esfera y & es la constante de Cou-
lomb. La ley de Gauss es valida para superficies cerradas mas generales que contengan el
origen, y relaciona el flujo que sale de la superficie con la carga total ¢ dentro de la superficie.

Las integrales de superficie también se usan en el estudio de flujo de calor. Los
flujos de calor de las areas de alta temperatura a las areas de baja temperatura en la di-
reccién de maximo cambio. Como un resultado, la medicién de flujo de calor implica el
gradiente de temperatura. El flujo depende del 4rea de la superficie. Esta es la direccién
normal a la superficie, que es importante ya que el calor que fluye en la direccion tan-
gencial a la superficie no producird pérdidas de calor. Por lo tanto, suponga que el flujo
que pasa por una porcién de la superficie de drea AS estd dado por AH = —kVT - N dS,
donde T es la temperatura, N es el vector unitario normal a la superficie en la direccién
de flujo de calor y k es la difusividad térmica del material. El flujo de calor que fluye a
través de la superficie estd dado por

H=Jf—kVT-NdS.
s

Esta seccidn concluye con un resumen de férmulas de integrales de linea y de inte-
grales de superficie.

RESUMEN DE INTEGRALES DE LINEA Y DE SUPERFICIE

Integrales de linea
ds = |[r’(1)|| dt
= VIxOP + [y 0P + [z 0]* ar

L flxy,z) ds = f Jx(0), y(0), (1)) ds

JF°dr=fF~Tds
c c

_ f F(:(0), ¥(0), 2(9) - /(0) di

Integrales de superficie [z = g(x, y)]
ds = V1 + [gx,y)]* + [g,x,y)]*dA

Lff(x,y’z) ds = Lff(x,y,g(x,y)) 1+ [g.(x,9)]* + [g,(x,y)]* dA

LfF -Nds = JJF [, i — g(x,y)j + k] dA

Integrales de superficie (forma paramétrica)
ds = |r(u,v) x r (u,v)| dA

JJf(x,y,Z) ds = Lff(x(u,V),y(u,V),z(u,V)) ds

ffF-NdSZJJF-(ruxrv)dA

Forma escalar

Forma vectorial

Forma escalar

Forma vectorial (normal hacia arriba)

Forma escalar

Forma vectorial
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

6- 7 EierCiCiOS con numeracion impar.

Evaluar una integral de superficie En los ejercicios 1 a 4,
evalie

Lf(x—2y+z)d5.

1. S:z=4—x, 0<x=<4, 0<y=<3
2.8:z=15—-2x+3y, 0<x<2, 0=<y<4
3.5:z=2, x2+y?=1

4.8:z=2%32, 0<x<1, 0<y<x

Evaluar una integral de superficie En los ejercicios 5 a 6,
evalie

[fos.

5. §: z =3 — x — y, primer octante
6.S:z=h, 0<x=<2, 0<sy<J/4—-x*

HU’ Evaluar una integral de superficie En los ejercicios 7 y 8,
utilice un sistema algebraico por computadora para evaluar

[fos.

7.8:z2=9—-x% 0<x<2 0<y<x
8.S:z=%xy, 0<x<4, 0<y<4

HU' Evaluar una integral de superficie En los ejercicios 9 y 10,
utilice un sistema algebraico por computadora para evaluar

JJ (x2 — 2xy) dS.
s

9.5:z=10—x>—-y2, 0=<sx<2, 0=sy<?2

10. §: z = cosx, OSng, 0=y=

Masa Enlos ejercicios 11 y 12, encuentre la masa de la super-
ficie de la lamina S de densidad p.

11. S: 2x + 3y + 6z = 12, primer octante, p(x,y,z) = x> + y2

12. S: z= Va2 — 22 —y2, plx,y,2) = kz

Evaluar una integral de superficie En los ejercicios 13 a
16, evalie

[[ s

13. f(x,y) =y + 5
S:rw,v) =ui+vj+2vk, 0su<l 0<v=<s2

14. f(x,y) = xy
S: r(u,v) = 2cosui + 2senuj + vk

OSMS%T, 0<sv<l

15. flx,y) =x+y
S: r(u,v) = 2cosui + 2senuj + vk

OSusg, 0<sv<=sl

16. f(x,y) =x+y
S: r(u,v) = 4ucosvi + 4dusenvj + 3uk

O0<su<4 0<sv<mw

Evaluar una integral de superficie En los ejercicios 17 a
22, evaliie

L f S(x,y,z) dS.

17. f(x,y,2) = x>+ y2 + 22
S:z=x+y x*+y2=<1

18. f(x,y,2) = %

S:z=x>+y2% 4<x2+y2<16
19. f(x,y,2) = Vx> + y2 + 22
S:z=JxZ+y% x2+yr<4
20. f(x,y,2) = Vx2 +y2 + 22
S:z=VxZ+y (x—12+y2<1
21. f(x,y,2) = x2 4+ y2 + 22
S:x2+y2=9, 0<sx<3, 0<y<3 0=<z<9
22, flx,y,2) = x>+ y2 + 22

S:x2+y2=9, 0<x<3, 0<sz<x

Evaluar una integral de flujo En los ejercicios 23 a 28, de-
termine el flujo F a través de S,

[[o-nas

donde N es el vector unitario normal a S dirigido hacia arriba.
23. F(x,y,z) = 3zi — 4j + yk
S: z =1 — x — y, primer octante
24. F(x,y,z) = xi + yj
S: z =6 — 3x — 2y, primer octante
25. F(x,y,z) = xi + yj + zk
S:z=1—-x>2-y2, 220
26. F(x,y,z) = xi + yj + zk
S: x2 + y? + z? = 36, primer octante
27. Flx,y,z) = 4i — 3j + 5k
S:z=x>+y% x2+y?2<4
28. F(x,y,z) = xi + yj — 2zk
S:z=VaZ—x2—)?



Evaluar una integral de flujo En los ejercicios 29 y 30, en-
cuentre el flujo de F sobre la superficie cerrada. (Sea N el vector
unitario normal a la superficie dirigido hacia fuera.)

29. F(x,y,2) = (x + y)i + yj + zk
S:z=16—x2—y2, z=0
30. F(x,y,z) = 4xyi + z2j + yzk
S cubo unitario acotadopor x =0, x =1,y =0,y =1,z =
z=1
31. Carga eléctrica Sea E = yzi + xzj + xyk un campo elec-
trostético. Use la ley de Gauss para hallar la carga total que

hay en el interior de la superficie cerrada formada por el he-
misferio z = </1 — x> — y?y su base circular en el plano xy.

32. Carga eléctrica Sea E = xi + yj + 2zk un campo elec-
trostatico. Use la ley de Gauss para hallar la carga total en-
cerrada por la superficie cerrada que consiste del hemisferio

7= </ 1 — x> — y? y su base circular en el plano xy.

Momento de inercia Enlos ejercicios 33 y 34, utilice las formu-
las siguientes para los momentos de inercia respecto a los ejes
coordenados de una lamina bidimensional de densidad p.

1= f J' (y*1 Dp(x,y,2) dS
S
I, = f f (21 zYp(x,y,2) dS

I = f f (x*1 y)p(x,y,2) dS
S

33. Compruebe que el momento de inercia de una capa cénica de
densidad uniforme, respecto a su eje, es %maz, donde m es la
masa y a es el radio y altura.

34. Compruebe que el momento de inercia de una capa esférica de
densidad uniforme, respecto a su didmetro, es %maz, donde m
es lamasa y a es el radio.

Momento de inercia En los ejercicios 35 y 36, calcule I,
para la lamina especificada con densidad uniforme igual a 1.
Utilice un sistema algebraico por computadora para verificar
los resultados.

35. x2+y2=a? 0<z<h 36.z=x>+y2 0<z<h

HV Razon de flujo En los ejercicios 37 y 38, use un sistema al-

gebraico por computadora para encontrar la razén de flujo
de masa de un fluido de densidad p a través de la superficie
S orientada hacia fuera cuando el campo de velocidades esta
dado por F(x, y, z) = 0.5zk.

37. S: z=16 — x> —y2, z=0

38. S: z= V16 — x> — y?

DESARROLLO DE CONCEPTOS

39. Integral de superficie Defina una integral de superfi-
cie de la funcién escalar f sobre una superficie z = g(x, y).
Explique como evalda la integral de superficie.

40. Superficie orientable Describa una superficie orien-
table.

41. Integral de flujo Defina una integral de flujo y expli-
que c6mo se evalda.

6.7 Integrales de superficie A41

_ ’
% . ;COMO LO VE? (Es orientable la superficie de la
— figura adjunta? Explique.

Doble giro

HU" 43. Investigacion

(a) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente graficamente la funcién vectorial

r(u,v) = (4 — vsenu) cos(Qu)i + (4 — v senu) sen(2u)j +
veosuk, 0 <su<m, —-1<v<l1.
A esta superficie se le llama banda de Mobius.
(b) Explique por qué esta superficie no es orientable.

(c) Utilice un sistema algebraico por computadora para repre-
sentar graficamente la curva en el espacio dada por r(u, 0).
Identifique la curva.

(d) Construya una banda de Mobius cortando una tira de pa-
pel, dandole un solo giro y pegando los extremos.

(e) Corte la banda de Mdbius a lo largo de la curva en el espa-
cio del inciso (c) y describa el resultado.

Hiperboloide de una hoja
Considere la superficie paramétrica dada por la funcién

r(u, v) = a cosh u cos vi + a cosh u sen vj + b senh uk.

(a) Use una herramienta de graficacién para representar r para va-
rios valores de las constantes a y b. Describa el efecto de las
constantes sobre la forma de la superficie.

(b) Demuestre que la superficie es un hiperboloide de una hoja
dado por

X2y
a  a®  b?

(c) Para valores fijos u = u,, describa las curvas dadas por

r(u, vy) = a cosh u cos vyi + a cosh usenvyj + b senh uk.

(d) Para valores fijos v = v,, describa las curvas dadas por

r(u, vy) = a cosh u cos vyi + a cosh u senvyj + b senh uk.
(e) Encuentre un vector normal a la superficie en (u, v) = (0, 0).

®© © 0 0 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00
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6.8 Teorema de la divergencia

CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777-1855)

Al teorema de la divergencia también
se le llama teorema de Gauss, en
honor al famoso matematico
aleman Carl Friedrich Gauss. Gauss
es reconocido, junto con Newton
y Arquimedes, como uno de los
tres mas grandes matematicos

de la historia. Una de sus muchas
contribuciones a las matematicas

la hizo a los 22 afios, cuando, como
parte de su tesis doctoral, demostré
el teorema fundamental del dlgebra.
Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas acerca de esta
biografia.

\%

% Comprender y utilizar el teorema de la divergencia.
% Utilizar el teorema de la divergencia para calcular flujo.

Teorema de la divergencia
Recuerde que en la seccién 6.5 vio que una forma alternativa del teorema de Green es

JF-NdSZJ‘f(w+£V>dA
c r) \ O0x ady
=deideA.
R

De manera andloga, el teorema de la divergencia da la relacion entre una integral tri-
ple sobre una regidén sélida Q y una integral de superficie sobre la superficie de Q. En
el enunciado del teorema, la superficie S es cerrada en el sentido de que forma toda la
frontera completa del s6lido Q. Ejemplos de superficies cerradas surgen de las regiones
acotadas por esferas, elipsoides, cubos, tetraedros o combinaciones de estas superficies.
Suponga que Q es una region sélida sobre la cual se evalia una integral triple, y que la
superficie cerrada S estd orientada mediante vectores normales unitarios dirigidos hacia
el exterior, como se muestra en la figura 6.54. Con estas restricciones sobre S'y Q, el
teorema de la divergencia se puede establecer como se muestra en la figura siguiente.

Z

§,: Orientada por un vector unitario
normal dirigido hacia arriba.

S,: Orientada por un vector unitario
S normal dirigido hacia abajo.

Figura 6.54

TEOREMA 6.12 Teorema de la divergencia

Sea Q una regién sélida acotada por una superficie cerrada S orientada por un
vector unitario normal dirigido hacia el exterior de Q. Si F es un campo vectorial
cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en Q, entonces

[[rsese ([

e COMENTARIO Como se indica arriba, al teorema de la divergencia a veces se

le llama teorema de Gauss. También se le llama teorema de Ostrogradsky, en honor al
matematico ruso Michel Ostrogradsky (1801-1861).

akg-images/Newscom



Esta
demostracidn se restringe a una
regién sélida simple. Es mejor
dejar la demostracién gene-
ral para un curso de cdlculo
avanzado.

N (hacia arriba) y
Y S2
N (horizontal) | <% 53
/ J/ |
N (hacia abajo) | 1
. — d 1 R 1 Yy

Figura 6.55

6.8 Teorema de la divergencia A43

Demostracion Para F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk, el teorema toma la forma

“F-NdS:”(Mi-N+Nj-N+Pk-N)dS
S

SR

Como las verificaciones de las tres ecuaciones son similares, sélo se vera la tercera. La
demostracién se restringe a una region sélida simple, con superficie superior

= gz(x, y) Superficie superior
y superficie inferior
Superficie inferior

z=g,(x,y)

cuyas proyecciones sobre el plano xy coinciden y forman la regién R. Si Q tiene una
superficie lateral, como en la figura 6.55, entonces un vector normal es horizontal, lo
cual implica Pk X N = 0. Por consiguiente, tiene

fJPk'NdSZJka'NdS—FJJPk'NdS—FO.
S S] SZ

Sobre la superficie superior S, el vector normal dirigido hacia el exterior apunta hacia
arriba, mientras que en la superficie inferior el vector normal dirigido hacia el exterior
apunta hacia abajo. Por tanto, por el teorema 6.11, tiene lo siguiente

fka NdS—JfP(xy,gl(xy))k (g‘ 981, —k)dA

- f f Plx,y. 8, y)) dA

8g2 98, .
fka NdS = ff (x, , g5(x, y))k - ( PR 76y‘]
= [ [ Pt e an

R

Sumando estos resultados, obtiene

L f Pk - NdS f f (PG, v, 235, 3)) — P, 3, (5, )] dA

Yl
|5

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. Li

+k> dA
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z

. 6

Ss

S 2x+2y+2=6

Figura 6.56

Analisis vectorial

I Aplicar el teorema de la divergencia

Sea Q la regién sélida limitada o acotada por los planos coordenados y el plano
2x + 2y +z=26

yseaF = xi + y%j + zk. Determine

[[e-nes

donde S es la superficie de Q.

Soluciéon En la figura 6.56 se ve que Q esté limitada o acotada por cuatro superficies.
Por tanto, se necesitaran cuatro integrales de superficie para evaluarla

[[e-nes

Sin embargo, por el teorema de la divergencia, s6lo necesita una integral triple. Como

ive = M NP
ax dy Jz
=1+2y+1
=2+ 2
tiene

e [[[avea

o
33—y [6—2x—2y

=ff f (2 + 2y) dz dx dy
0 Jo 0

33—y 6—2x—2y
= f f 2z + 2yz)} dx dy
0 Jo 0

33—y
:ff (12 — 4x + 8y — 4xy — 4y?) dx dy
0Jo

= f [12}( — 2x% + 8xy — 2x%y — 4xy2} dy
0

0

3
= f (18 + 6y — 10y2 + 2y3) dy
0

10y3 y4]3
=118y + 3y2 — — + =—
[8y y 3 2 |,
_6
o

Si tiene acceso a un sistema algebraico por computadora que
pueda evaluar integrales iteradas triples, utilicelo para verificar el resultado del
ejemplo 1. Al usar este sistema algebraico por computadora observe que el primer
paso es convertir la integral triple en una integral iterada, este paso debe hacerse
a mano. Para adquirir prictica para realizar este paso importante, encuentre los li-
mites de integracion de las integrales iteradas siguientes. Después use una compu-
tadora para comprobar que el valor es el mismo que el obtenido en el ejemplo 1.

ff (2 + 2y) dy dz dx, fff(2+2y)dxdydz
1Jo ) 202 )e
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I Comprobar el teorema de la divergencia

Sea Q la regién sélida entre el paraboloide
z=4—x?—y?
y el plano xy. Compruebe el teorema de la divergencia para
F(x,y,z) = 2zi + xj + yk.
Solucion De la figura 6.57, puede que el vector normal a la superficie S;, que apunta

hacia fuera, sea N; = —k, mientras que el vector normal a la superficie S, , que apunta hacia
fuera, sea

2xi + 2yj + k
N, =—F——
VAax? +4y? + 1

Por tanto, por el teorema 6.11, tiene

[[r-v
s
=ffF-N]dS+ffF-N2dS
S
+ 2yj +
=jJF k)dS+fJ 2’“2 25 k)dS
s, s, Vaxs + 4y + 1
ff—y2dA+Jf(4xz+2xy+y2)dA

\/4 y2
Jf dedy—l—J’f (4xz + 2xy + y?) dx dy
—2J-Va-y —J4a—y?

Ja—y?
f f (4xz + 2xy) dx dy
-2 J- \/4 y2

Figura 6.57

Va—y?
j f [4x(4 — x2 — y?) + 2xy]dxdy
—2J-Va—y2

f f (16x — 4x3 — 4xy? + 2xy) dx dy
—2J—-V4—- yz
JE—y?
j [8x —x* = 2x%? + xzy] ’ dy
-2

iy
2

=j 0dy
-2

0.

Por otro lado, como
divF :i[zz] +i[x] +i[y2] =0+0+0=0
0x ay 0z

puede aplicar el teorema de la divergencia para obtener el resultado equivalente

([rvase[[farar
[foa
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Figura 6.58

Figura 6.59

Analisis vectorial

l Aplicar el teorema de la divergencia

Sea Q el sélido acotado por el cilindro x> + y?> = 4, el plano x + z = 6 y el plano xy,
como se muestra en la figura 6.58. Encuentre

[[5-xi
N

donde S es la superficie de Q y

F(x,y,z) = (x2 + sen 2)i + (xy + cos 2)j + k.

Soluciéon La evaluacién directa de esta integral de superficie serd dificil. Sin embar-
g0, por el teorema de la divergencia puede evaluar la integral como sigue.

[frsase[[farra
[ffes v
[

27 (2 (6—rcos 6
=f ff (3r cos O)r dz dr do
0 0 JO

2 (2
= J f (1872 cos @ — 3r3 cos? 6) dr df
0 0

2
= f (48 cos 8 — 12 cos? 6) dO
0

2

[48 sen 6 — 6<0 + 1 sen 20)]
2 0

— 127

Observe que para evaluar la integral triple se emplearon coordenadas cilindricas con

x=rcos@ y dV =rdzdrdé.

Aunque el teorema de la divergencia se formuld para una regién sélida simple Q
acotada por una superficie cerrada, el teorema también es vélido para regiones que son
uniones finitas de regiones sélidas simples. Por ejemplo, sea Q el s6lido acotado por las
superficies cerradas S, y S,, como se muestra en la figura 6.59. Para aplicar el teorema de
la divergencia a este sélido, sea S = S; U S,. El vector normal N a S estd dado por —-N,
en S,y por N, en S,. Por tanto, puede escribir

[[favrar- [

fJF-(—Nl)dSJrffF-NZdS

5, s,

—fJF-NIdS+jJF-N2dS.
s, 5,
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s, solida Q
[ ]
"-_ (%9, Yo- 20)
= ~
T S T~
x e y
Figura 6.60
En hidro-

dindmica, una fuente es un punto
por el que se considera que se
introduce fluido adicional a la
regién ocupada por el fluido. Un
sumidero es un punto en el que
se considera que escapa fluido.

6.8 Teorema de la divergencia A47

Flujo y el teorema de la divergencia

Con el fin de comprender el teorema de la divergencia, considere los dos miembros de
la ecuacién

[frsese f[favrar

De acuerdo con la seccidon 6.7, sabe que la integral de flujo de la izquierda determina
el flujo total de fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo. Esto puede
aproximarse sumando el flujo que fluye a través de fragmentos pequefios de la superfi-
cie. La integral triple de la derecha mide este mismo flujo de fluido a través de S, pero
desde una perspectiva muy diferente, a saber: calculando el flujo de fluido dentro o fuera
de cubos pequeiios de volumen AV.. El flujo en el cubo i-ésimo es aproximadamente
divF(x,, y; z;)AV, para algtin punto (x;, y, z;) en el i-ésimo cubo. Observe que en un cubo
en el interior de Q, la ganancia (o pérdida) de fluido a través de cualquiera de sus seis
caras es compensada por una pérdida o ganancia correspondiente a través de una de las
caras de un cubo adyacente. Después de sumar sobre todos los cubos en Q, el tinico flujo
de fluido que no se cancela uniendo cubos es el de las caras exteriores en los cubos del
borde. Asi, la suma

n
> div F(x,,y,,z) AV,
i=1
aproxima el flujo total dentro (o fuera) de Q, y por consiguiente a través de la superficie S.
Para ver qué significa divergencia de F en un punto, considere AV, como el volu-
men de una esfera pequefia S, de radio « y centro (x,, ¥, g,) contenida en la regién Q,
como se muestra en la figura 6.60. Aplicando el teorema de la divergencia a S, resulta

Flujo deF através de S, = fJ’ f div F dV = div F(x,, v, z9,) AV,
o

donde Q,, es el interior de S, Por consiguiente, tiene

flujo de F a través de S,
AV

[e3

div F(XO» Yo» Zo) =~

y tomando el limite cuando o — 0, se obtiene la divergencia de F en el punto (x,, y,, 2o)-

flujo de F a través de S i i
div F(xo’yO,Zo) = h'n’%) wode ¥ alraves deé Do = flujo por unidad de

AV, volumen en (x,, y,, %)

En un campo vectorial el punto (x,, ¥, z,) es clasificado como una fuente, un sumidero
o incompresible, como sigue

1. Fuente, sidiv F >0 Vea la figura 6.61(a).
2. Sumidero, sidivF<0 Vea la figura 6.61(b).

3. Incompresible, sidivF =0 Vea la figura 6.61(c).

AN
"N
AN

(a) Fuente: divF > 0 (b) Sumidero: divF < 0 (¢) Incompresible: divF = 0
Figura 6.61
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EJEMPLO 5 Calcular el flujo mediante el teorema

. de la divergencia

« « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Sea Q la regién acotada por la esfera x> + y> + z> = 4. Encuentre el flujo dirigido hacia
fuera del campo vectorial F(x, y, z) = 2x% + 2y%j + 22°k a través de la esfera.

Solucion Por el teorema de la divergencia, tiene

Flujo a través de S = ffF - NdS
s

-fffacea
=f£f6(x2+y2+zz)dV

2 (m (27
=6 j j f p4 sen ¢ dfde dp Coordenadas esféricas
0 Jo Jo

2 (7
6f f 2mp* sen de dp
0 Jo

2
127rf 2p* dp
0

32
2477( 5 )
_ 76877"
5 -

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

6-8 EierCiCiOS con numeracion impar.

Comprobar el teorema de la divergencia En los ejercicios 3. F(x,y,2) = 2x — y)i — 2y — 2)j + zk

1 a 6, compruebe el teorema de la divergencia evaluando S: superficie acotada por el plano 2x + 4y + 2z = 12 y los

f f F-NdS planos coordenados
s 4. F(x,y,z) = xyi + zj + (x + y)k

como una integral de superficie y como una integral triple. S: superficie acotada porel plano y =4 y z=4 — xylos

1. F(x,y,z) = 2xi — 2yj + 7%k planos coordenados
S: cubo acotado por los planos x =0, x =a,y =0,y = a, Z Z
z=0,z=a

2. F(x,y,z) = 2xi — 2yj + z%k
S: cilindrox>+y2=4, 0<z<h

4 z

Figura para 3 Figura para 4
5. F(x,y,2) = xzi + zyj + 2%k
S: superficie acotadapor z=1—-x2—)>y z=0
6. F(x,y,z) = xy%i + yx2j + ¢k
Figura para1 Figura para 2 S: superficie acotadapor z = VX2 + )2 y z = 4




Uso del teorema de la divergencia En los ejercicios 7 a 16,
utilice el teorema de la divergencia para evaluar

[[o-xes

y hallar el flujo de F dirigido hacia el exterior a través de la super-
ficie del sélido acotado por las graficas de las ecuaciones. Utilice un
sistema algebraico por computadora para verificar los resultados.

7. F(x,y,z) = x% + y3j + z%k
S:x=0x=a,y=0,y=a,z=0,z=a

8. F(x,y,z) = x?2%1 — 2yj + 3xyzk
S:x=0x=a,y=0,y=a,z=0,z=a

9. F(x,y,z) = x2i — 2xyj + xyz2k
S:z=Va?—x2—y%,z7=0

10. F(x,y,z) = xyi + yzj — yzk
S:z=Va?—x2—y%z7=0

11. F(x,y,2) = xi + yj + zk
S:x2+y2+z2=9

12. F(x,y,2) = xyzj
S: x24+y2=4,2=0,z=5

13. F(x,y,z) = xi + y%j — 2k
S: x> +y2=25,2=0,z=17

14. F(x,y,z) = (xy2 + cos z)i + (x2y + senz)j + ek
S:z=3/x2+y%z=38

15. F(x,y,z7) = xed + yedj + ek
S:z=4—-y,z=0,x=0,x=6,y=0

16. F(x,y,2) = xyi + 4yj + xzk
S: 24+ y2+22=16

Uso del teorema de la divergencia En los ejercicios 17 y
18, evaliie

ffrotF-NdS
s

donde S es la superficie cerrada del sélido acotado por las grafi-
casdex = 4yz = 9 -y?y los planos coordenados.

17. F(x,y,z) = (4xy + z2)i + (2x% + 6yz)j + 2xzk
18. F(x,y,z) = xycos zi + yzsenxj + xyzk

DESARROLLO DE CONCEPTOS

19. Teorema de la divergencia Enuncie el teorema de la
divergencia.

20. Clasificar un punto en un campo vectorial ;Cémo
determina si un punto (x,, ¥, z,) de un campo vectorial es

p 0> Yo 2o p

una fuente, un sumidero o es incompresible?

21. Superficie cerrada Compruebe que

ffrotF-NdSZO
s.

para cualquier superficie cerrada S.

6.8 Teorema de la divergencia A49

@D ;COMO LO VE? La gréfica muestra un campo
— vectorial. ;La grafica sugiere que la divergencia de F

en P es positiva, negativa o cero?

y
NNANR AL
N N W W W AN B B A
AN NN WL VLS B S B B A
SN N A A A A AT
A A N L Y S A A . g
2T N A A AT
MDD VPR G dtatat
PEPESRSE P S
T/jx,»rlx«}\\t\\? ¥
Ve » K \Frr Al RN S
_}////vv Yoy \zxxx\i
A AT NN
I EEEERRRR RN
S =270V

23. Volumen

(a) Utilice el teorema de la divergencia para comprobar que el
volumen del sélido acotado por una superficie S es

fjxdydz=ffydzdx=ffzdxdy.
S, S. S,

(b) Compruebe el resultado del inciso (a) para el cubo acota-
doporx=0,x=a,y=0,y=a,z=0yz=a.

24. Campo vectorial constante Para el campo vectorial
constante dado por F(x, y, z) = a,i + a,j + a;k, compruebe la
siguiente integral para cualquier superficie cerrada S.

JJF-NdS:O
s,

25. Campo vectorial constante Para el campo vectorial
constante dado por F(x, y, z) = xi + yj + zk, compruebe la
siguiente integral, donde V es el volumen del sélido acotado
por la superficie cerrada S.

JJF'NdS:?yV
s,

26. Comprobar una identidad Para el campo vectorial F(x,
¥, 2) = xi + yj + zKk, compruebe que

i e[

Demostracion En los ejercicios 27 y 28, demuestre la identi-
dad, suponiendo que Q, S y N satisfacen las condiciones del teore-
ma de la divergencia y que las derivadas parciales necesarias de
las funciones escalares f'y g son continuas. Las expresiones D,f'y
D,g son las derivadas en la direccién del vector N y se definen por

Dyf=Vf+-N, Dyg=Vg-N.

27. fff(fV2g+Vf'Vg)dV:fijNgdS
Q

[Sugerencia: Utilice div(fG) = fdivG + Vf+ G.]

28. fff (fV2g — gV¥)dv = fJ (fDng — gDy f) dS
o

(Sugerencia: Utilice el ejercicio 27 dos veces.)
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6.9

Analisis vectorial

Teorema de Stokes

GEORGE GABRIEL STOKES
(1819-1903)

Stokes se convirtié en profesor
Lucasiano de matemadticas en
Cambridge en 1849. Cinco afios
después, publicé el teorema que
lleva su nombre como examen para
optar a un premio de investigacion.
Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas acerca de esta
biografia.

% Comprender y utilizar el teorema de Stokes.
% Utilizar el rotacional para analizar el movimiento de un liquido en rotacion.

Teorema de Stokes

Un segundo teorema, andlogo al teorema de Green, pero con mds dimensiones, es el
teorema de Stokes, llamado asi en honor al fisico matematico inglés George Gabriel
Stokes. Stokes form6 parte de un grupo de fisicos matematicos ingleses conocido como
la Escuela de Cambridge, entre los que se encontraban William Thomson (Lord Kelvin)
y James Clerk Maxwell. Ademds de hacer contribuciones a la fisica, Stokes trabajé con
series infinitas y con ecuaciones diferenciales, asi como con los resultados de integra-
cién que se presentan en esta seccion.

El teorema de Stokes establece la relacion entre una integral de superficie sobre
una superficie orientada S y una integral de linea a lo largo de una curva cerrada C en
el espacio que forma la frontera o el borde de S, como se muestra en la figura 6.62. La
direccién positiva a lo largo de C es la direccidn en sentido contrario a las manecillas del
reloj con respecto al vector normal N. Es decir, si se imagina que toma el vector normal N
con la mano derecha, con el dedo pulgar apuntando en la direccién de N, los demds
dedos apuntaran en la direccidn positiva de C, como se muestra en la figura 6.63.

Z

Superficie S

Figura 6.62

La direccién a lo largo de C es en
sentido contrario a las manecillas
del reloj con respecto a N.

Figura 6.63

TEOREMA 6.13 Teorema de Stokes

Sea S una superficie orientada con vector unitario normal N, acotada por una curva
cerrada simple, suave a trozos C, con orientacién positiva. Si F es un campo vec-
torial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en una
region abierta que contiene a S'y a C, entonces

fF-erJJ(rotF)-NdS.

En el teorema 6.13, observe que la integral de linea puede escribirse en forma dife-
rencial [ Mdx + Ndy + P dz o en forma vectorial [ F - T ds.

Bettmann/Corbis
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I Aplicar el teorema de Stokes

z Sea C el tridngulo orientado situado en el plano

2x+ 2y +z=6

S:2x+2y+2=6

como se muestra en la figura 6.64. Evalde

1 JFer
c

donde F(x, y, z) = -y + zj + xk.

N (hacia arriba) ., . .
Solucion Usando el teorema de Stokes, empiece por hallar el rotacional de F

L i j Kk
ad ad ..
tF=| - — —|=-i—j+2k
o 0x dy 0z =J Y
3 3 Y -y z x

Considerando

Figura 6.64 7=glx,y) =6 — 2x — 2y

puede usar el teorema 6.11 para un vector normal dirigido hacia arriba para obtener
fF-drsz(rotF)-NdS
C S
= ff(—i — i+ 2k) - [—gx,»)i — g (x,))j + k] dA
R
=ff(—i—j+2yk)-(2i+2j+k)dA
R

33—y

=jj 2y — 4) dx dy
0 Jo
3

= j (—2y% + 10y — 12) dy
0

3 3
= [—2% + 5y2 — 12y}

= —9.

0

Intente evaluar la integral de linea del ejemplo 1 directamente, sin usar el teorema
de Stokes. Una manera de hacerlo es considerar a C como la unién de C;, C, y C;, como
sigue

Chor)=GB—-ni+zj, 0<sr=<3
Cort)=06-0j+@2t—6k, 3<t=<6
Cyry()=(r—6)i+ (18 -2k, 6 <r=<9

El valor de la integral de la linea es

f F:dr= f F- rl’(t)dt+f F - r)(1)dt + f F - r)(s) dt
c C, C, Cy

3 6 9
=f tzdt-l-f (—2t+6)dt+f (=2t + 12) dt
0 3 6

=9-9-09
9.
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Figura 6.65

Analisis vectorial

I Comprobar el teorema de Stokes

Sea S la parte del paraboloide
1=4-x_y?

que permanece sobre el plano xy, orientado hacia arriba (ver la figura 6.65). Sea C su
curva frontera en el plano xy orientada en el sentido contrario al de las manecillas del
reloj. Compruebe el teorema de Stokes para

F(x,y,z) = 2zi + xj + yk
evaluando la integral de superficie y la integral de linea equivalente.

Solucion Como integral de superficie, tiene z = g(x, y) = 4 — x*—y% g, = —2x,

gy = 2y.y
i j k
J J J
tF=|— — —|=2i+2j+k.
o ox dy 0z 1 J
2z x  y?

De acuerdo con el teorema 6.11, obtiene

ff(rotF)-Na’S=ff(2yi+2j+k)-(2xi+2yj+k)dA

—V4—x2

4—x2
= f [2xy2 + 2y + y} dx
-2 —J4—x2

2 (V4—x2

:jf (4xy+4y+l)dydx
-2
2

2
= f 24 — x?dx
-2

= Area del circulo de radio 2

= 4.

Como integral de linea, puede parametrizar C como
r(t) =2costi +2sentj+ 0k, 0 <t <2m.

Para F(x, y, z) = 2zi + xj + y’k obtiene

fF-drszdx%—Ndy—i—sz
c c
=f2zdx+xdy+y2dz
C
2
=J [0 + 2 cos (2 cos 1) + 0] dt
0

2
= f 4 cos?tdt
0

21
= 2] (1 + cos 2¢) dt
0

1 2
= 2[t + —sen ZI]
2 0

= 4.



Disco S,

Figura 6.66

6.9 Teorema de Stokes Ab3

Interpretacion fisica del rotacional

El teorema de Stokes proporciona una interesante interpretacion fisica del rotacional. En
un campo vectorial F sea S, un pequerio disco circular de radio « centrado en (x, y, 2) y
con frontera C,, como se muestra en la figura 6.66. En cada punto en la circunferencia
C,, F tiene un componente normal F X N y un componente tangencial F X T. Cuanto
mds alineados estdn F y T, mayor es el valor de F X T. Asi, un fluido tiende a moverse
a lo largo del circulo en lugar de a través de €él. Por consiguiente, se dice que la integral
de linea alrededor de C, mide la circulacion de F alrededor de C,. Es decir,

f F - T ds = circulacién de F alrededor de C,.
C

o

Ahora considere un pequefio disco S, rot F
centrado en algin punto (x, y, z) de la super- N
ficie, como se muestra en la figura 6.67. En Q
un disco tan pequeiio, rot F es casi constante,
porque varia poco con respecto a su valor en (x, / @..2)
¥, z). Es mds, rot F X N es casi constante en S|,
porque todos los vectores unitarios normales a \
S, son pricticamente iguales. Por consiguiente,
del teorema de Stokes se tiene que

Figura 6.67
f F-Tdssz(rotF)-NdS

~ (rot F) - Nf fds

=~ (rot F) + N(ma?).

f F-Tds
C.

2

Por tanto

(rot F) - N =

s

circulacién de F alrededor de C,

drea del disco S,

razon de circulacion.

Suponiendo que las condiciones son tales que la aproximacién mejora con discos cada
vez mds pequefios (o — 0), se deduce que

(rotF) - N = h’mlzf F - Tds
a—0 T C,

lo que se conoce como rotacién de F respecto de N. Esto es,
rot F(x,y,z) + N = rotacién de F respecto de N en (x,y, 7).

En este caso, la rotacién de F es maxima cuando rot F y N tienen la misma direccién.
Normalmente esta tendencia a rotar variard de punto a punto de la superficie S, y el
teorema de Stokes

ff(rotF)-NdS=jF-dr
S C
%/—/ %/—/

Integral de superficie  Integral de linea

afirma que la medida colectiva de esta tendencia rotacional considerada sobre toda la
superficie S (integral de superficie) es igual a la tendencia de un fluido a circular alrede-
dor de la frontera C (integral de linea).
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W Una aplicacion del rotacional

z Un liquido es agitado en un recipiente cilin-
drico de radio 2, de manera que su movimien-
to se describe por el campo de velocidad

Fx,9,2) = —y /A 3% + /57 7%

como se muestra en la figura 6.68. Encuentre

ff(rotF) - NdS

donde S es la superficie superior del recipiente

cilindrico.
Figura 6.68 Solucion El rotacional de F estd dado por
i j
rot F = % 6% a% = 3% + y’k.

—yIx2 Y oxUxrP+yr 0

Haciendo N = K, tiene

ff(rotF) - NdS = fj?)\/xz + y2dA
s R
27 (2
=j f (Br)rdrdé
o Jo
2 2
=f r3] do
0 0
2
f 8do
0

= 167 n

Si rot F = 0 en toda la regién Q, la rotacién de F respecto a cada vector unitario
normal N es 0. Es decir, F es irrotacional. De la seccion 6.1, sabe que ésta es una carac-
teristica de los campos vectoriales conservativos.

RESUMEN DE FORMULAS DE INTEGRACION

Teorema fundamental del calculo Teorema fundamental de las integrales de linea
b

f F'(x) dx = F(b) — F(a) j F-dr= f Vf-dr = f(x(b),y()) — f(x(a), y(a))
a C C

Teorema de Green

fde+Ndy=jf(ﬂ—ﬂ/l>dA=fF-Tds=fF-erJj(rotF)°de
c rJ \0x dy c c R
JF-Na’s:ffdideA

c R

Teorema de la divergencia Teorema de Stokes

LJF-NdS=f!fdideV LFWir:Lf(rotF)-NdS

Elaine Davis/Shutterstock.com
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Ejercicios

Determinar el rotacional de un campo vectorial En los
ejercicios 1 a 4, encuentre el rotacional del campo vectorial F.

L F(x,y,2) = 2y — 2)i + ¢ + xyzk
2. F(x,y,z) = xsenyi — ycos xj + yz2k
3. F(x,y,2) = %1 + "7 + xyzk
4. F(x,y,7) = arcsen yi + /1 — x2j + y2k
Comprobar el teorema de Stokes En los ejerci-

cios 5 a 8, compruebe el teorema de Stokes evaluando
JcF - Tds = [ F - dr como integral de linea e integral doble.

5.F(x,y,2) = (my + )i+ (x = 2)j + (x — )k
S:z=9—x*—y%, z20
6. F(x,y,2) = (—y + )i+ (x —2)j + (x — y)k
S:z=JV1—x2—2
7. F(x,y,z) = xyzi + yj + zk
St 6x + 6y + z = 12, primer octante
8. F(x,y,z) = z%i + x2j + y?k
S:z=y% 0<x<a, 0<y<a
Usar el teorema de Stokes En los ejercicios 9 a 18, utilice
el teorema de Stokes para evaluar [ F - dr. En cada uno de los

casos, C esta orientada en sentido contrario a las manecillas del
reloj, como se vio anteriormente.

9.F(x,y,z) = 2yi + 3zj + xk
C: tridngulo con vértices (2, 0, 0), (0,2, 0) y (0,0, 2)

10. F(x,y,2) = arctan%i + IV + 2§+ k
C: tridngulo con vértices (0, 0, 0), (1, 1, 1) y (0, 0, 2)
11. F(x,y,z) = 2% + 2xj + y?k
S:z=1—-x2—y% z=20
12. F(x,y,z7) = 4xzi + yj + 4xyk
S:z=9—-x>2—y% z=20
13. F(x,y,z) = z%i + yj + zk

S z= V4 —xF—?2
14. F(x,y,7) = x%i + z22j — xyzk
Siz= V4 —xF—?2

15. F(x,y,z) = —In/x? + y%i + arctanij +k

S:z=9—-2x-3ysobre r = 2 sen 26 en el primer octante

16. F(x,y,z) =yzi + 2 = 3y)j + (2 + y)k, 2 +y> <16
S: la porcién del primer octante de x> + z2> = 16 sobre x> + y?
=16

17. F(x,y,z) = xyzi + yj + zk
S:z=x% 0<sxs<a 0=<yc=<a
N es el vector unitario normal a la superficie, dirigido hacia
abajo.

18. F(x,v,2) = xyzi + yj + zk, 22 +3)2 < &2
S: la porcion del primer octante de z2 = x? sobre x> + y? = a?

Movimiento de un liquido En los ejercicios 19 y 20, el mo-
vimiento de un liquido en un recipiente cilindrico de radio 1 se
describe mediante el campo de velocidad F(x, y, z). Encuentre
JsJ (rot F) - N dS, donde S es la superficie superior del reci-
piente cilindrico.

19. F(x,y,z) =i+ j—2k 20. F(x,y,z) = —zi + )k

DESARROLLO DE CONCEPTOS
21. Teorema de Stokes Enuncie el teorema de Stokes.

22. Rotacional D¢ una interpretacion fisica del rotacional.

23. Demostracion Sea C un vector constante. Sea S una su-
perficie orientada con vector unitario normal N, acotada por
una curva suave C. Demuestre que

JfC-NdS=%f(C><r)-dr.

\.ﬁ ;COMO LO VE? Sea S, la porcién del paraboloi-
k‘ de que se encuentra arriba del plano xy, y sea S, el

hemisferio, como se muestra en las figuras. Ambas
superficies estdn orientadas hacia arriba.

z
tZa

Z

\
a Y

Para un campo vectorial F(x, y, z) con derivadas parciales
continuas, /se cumple que

Lf(rotF)-NdSl=Lj(rotF)-NdSz?

Explique su razonamiento.

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

=(——Y al
25. Sea G(x,y) = (m’ m’o

Demuestre o refute que hay una funcién vectorial F(x, y,
2) = (M(x, y, 2), N(x, y, 2), P(x, y, z)), con las propiedades
siguientes.

(1) M, N, P tienen derivadas parciales continuas en todo
(x,y,2) # (0,0, 0);

(i) rot F = 0 para todo (x, y, z) # (0, 0, 0);
(iii)) F(x,y,0) = G(x, y)

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los
ejercicios con numeracion impar.

Ejercicios de repaso

Dibujar un campo vectorial En los ejercicios 1y 2, calcule
[IF]| y dibuje varios vectores representativos en el campo vecto-
rial. Utilice un sistema algebraico por computadora para com-
probar los resultados.

1. F(x,y,z) =xi+j+2k 2. F(x,y) =i— 2yj

Determinar un campo vectorial conservativo En los ejer-
cicios 3 y 4, encuentre el campo vectorial conservativo de la fun-
cion escalar calculando su gradiente.

3. f(x,y,2) 4. f(x,y,z2) = x>

Determinar una funcion potencial En los ejercicios 5 a 12,
determine si el campo vectorial es conservativo. Si es conserva-
tivo, encuentre una funcién potencial para el campo vectorial.

=22+ xy + 22

oy 1. y .
5. F(x,y)——ﬁl-i-;‘] 6. F(x,y) = ;1—;_]
7. Flx,y) = (xy* = x)i + (% + y?)j

F(x,y) = (—2y3sen 2x)i + 3y2(1 + cos 2x)j

9. F(x, y,z) = 4xy% + 2x2j + 2zk

10. F(x,v,2) = (4xy + z2)i + (222 + 6yz)j + 2xzk
{2 — rvk
11 F(x,y,2) = 20— 2% ;22 =

12. F(x,y,z) = senz(yi + xj + k)

Divergencia y rotacional En los ejercicios 13 a 20, encuen-
tre (a) la divergencia del campo vectorial F y (b) el rotacional
del campo vectorial F.

13. F(x,y,z) = x%i + xy2j + x%zk

14. F(x,y,z) = y%j — 2%k

15. F(x,y,z) = (cosy + ycosx)i + (senx — xseny)j + xyzk
16. F(x,y,z) = Bx —y)i+ (y — 22)j + (z — 3x)k

17. F(x, y, z) = arcsen xi + xy%j + yz’k

18. F(x,y,z) = (x2 — y)i — (x + sen?y)j

19. F(x,y,z) = In(x2 + y?)i + In(x? + y?)j + zk

20. F(x,y,z) =% +§j + 722k
X y

Evaluar unaintegral de linea En los ejercicios 21 a 26, calcu-
le la integral de linea a lo largo de la(s) trayectoria(s) dada(s).

21. f (2 + y2) ds
C

(a) C: segmento de recta desde (0, 0), hasta (3, 4)

(b) C: x> + y*> = 1, una revolucién en sentido contrario a
las manecillas del reloj, empezando en (1, 0).

22.[ xyds
c

(a) C: segmento de recta desde (0, 0) hasta (5, 4)

(b) C: en sentido contrario a las manecillas del reloj, a lo largo
del tridngulo de vértices (0, 0), (4, 0) y (0, 2)

23. f (x2 +y?d) ds
c

C:r()=(1—seni+ (1 —cosdj, 0<t<2m
24, J (x2 + yd) ds
c
C:r(t) = (cost+tsent)i+ (sent—tcost)j, 0 <t<2mw

25. f 2x — y)dx + (x + 2y) dy

(a) C: segmento de recta desde (0, 0) hasta (3, —3)

(b) C: una revolucion en sentido contrario a las manecillas
del reloj, alrededor del circulox = 3 cost,y = 3 sent

26. J (2x — y)dx + (x + 3y) dy
C

C: r(f) = (cost + tsent)i + (sent — tsen?)j,0 <t < 7/2

HU Evaluar una integral de linea En los ejercicios 27 y 28, uti-

lice un sistema algebraico por computadora para calcular la
integral de linea sobre la trayectoria dada.

27. f (2x + y) ds 28. f (x> +y2+ ) ds
¢ ¢

r(t) = acos’® i + asen®4j,
0<st=<aw/2

r(r) = ti + 12j + 13/%k,
0=<sr=<4
Area de una superficie lateral En los ejercicios 29 y 30, en-

cuentre el drea de la superficie lateral sobre la curva C en el
plano xy y bajo la superficie z = f(x, y).

29. f(x,y) =3 + sen(x + y); C: y = 2x desde (0, 0) hasta (2, 4)
0. f(x,y) =12 — x — y; C: y = x2 desde (0, 0) hasta (2, 4)

Evaluar una integral de linea para un campo vecto-

rial En los ejercicios 31 a 36, evalie | F - dr.
C

31. F(x,y) = xyi + 2xyj
C:r()=2ri+7j, 0<t=1
32. F(x,y) = (x = )i+ (x +y)j
C:r(f)=4costi+3sentj, 0<t<2w
33. F(x,y,z) = xi + yj + zk
C:r(f)=2costi +2sentj+tk, 0<t<2w
34. Fx,y,2) =2y —2)i+ z—x)j+ (x - yk

C: curvade interseccién de x2 + z2 = 4y y? + z2 = 4 desde
(2,2,0) hasta (0,0, 2)

35.F(x,y,2) = (y + i + (x + 2)j + (x + y)k

C: curva de interseccionde z =
(0,0,0) hsta (2,2, 8)

36. F(x,y,z) = @2 — 2)i + (y*> + 2)j + xk

C: curvade intersecciénde z = x? y x> + y? =
(0, —2,0) hasta (0, 2,0)

x2 + y2 y y = x desde

4 desde



HV Evaluar una integral de linea En los ejercicios 37 y 38, uti-
lice un sistema algebraico por computadora y evalie la integral
de linea.

37. f xydx + (x> + y?) dy
c

C: y = x*desde (0,0) hasta(2,4) y y = 2xdesde (2,4)
hasta (0, 0)

38.fF-dr
C

Fr,y) = 2x = y)i+ 2y = x)j
C:r(t) = (2cost + 2tsent)i + (2sent — 2rcost)j,

O<st=smw

39. Trabajo Calcule el trabajo realizado por el campo de fuer-
zas F = xi — /yj alo largo de la trayectoria y = x*2 desde
(0, 0) hasta (4, 8).

40. Trabajo Un avidén de 20 toneladas sube 2000 pies haciendo
un giro de 90° en un arco circular de 10 millas de radio. En-
cuentre el trabajo realizado por los motores.

Usar el teorema fundamental de las integrales de li-
nea En los ejercicios 41 y 42, use el teorema fundamental de
las integrales de linea para evaluar la integral.

41. j 2xyzdx + x’zdy + x?y dz
c
C: curva suave desde (0, 0, 0) hasta (1, 3, 2)
1
42. f ydx + xdy + —dz
C Z
C: curva suave desde (0, 0, 1) hasta (4, 4, 4)
43. Evaluar una integral de linea Evalde la integral de linea
f y2dx + 2xy dy.
c

@Cr=0+3)i+(1+9j, 0<r=1
® Cr)=ri+Vtj 1<tr<4

(c) Use el teorema fundamental de las integrales de linea,
donde C es una curva suave desde (1, 1) hasta (4, 2).

44. Areay centroide Considere laregién acotada por el eje x y un
arco de la cicloide con ecuaciones paramétricas x = a(f —sen ) y
y = a(l — cos ). Use las integrales de linea para encontrar
(a) el area de la regién y (b) el centroide de la region.

Evaluar unaintegral de linea Enlos ejercicios 45 a 50, utili-
ce el teorema de Green para evaluar la integral de linea

45. j ydx + 2x dy
c

C: frontera del cuadrado con vértices (0,0), (0, 1), (1,0),
y (1, 1)

46. f xydx + (X + y7) dy
c

C: frontera del cuadrado con vértices (0,0), (0,2), (2,0),
y(2,2)

47. f xy?dx + x%y dy
C

C: x=4cost, y=4sent

6.9 Teorema de Stokes A57

48. f (x2 = y?) dx + 2xy dy
c
C: x2+y?=a?
49. fxydx + x2dy
c

C: frontera de la regi6n entre las graficas y = x2y
y=1

50. j y2dx + x¥3dy
c

C: x¥3 +y23 =1

Hv' Trazar la grafica de una superficie paramétrica En los ejer-

cicios 51y 52, utilice un sistema algebraico por computadora y re-
presente graficamente la superficie dada por la funcion vectorial

51. r(u,v) = secucosvi + (1 + 2 tan u) sen vj + 2uk
O<sus<s—, 0sv<=27m

u
52. r(u,v) = e “*cos vi + e “/*sen vj + gk

O0<su<4 0<v<2n

HV 53. Investigacion Considere la superficie representada por la

funcién vectorial
r(u, v) = 3 cos vcos ui + 3 cos vsen uj + sen vk.

Utilice un sistema algebraico por computadora para efectuar lo
siguiente.
(a) Trace la grafica de la superficie para 0 < u < 27 y
T T
T, T
;SV=o.
(b) Trace la grafica de la superficie para 0 < u < 27 y

T T
—=<v<=s_

4 2
(c) Trace la grifica de la superficie para 0 < u <

T
< < —
0_v_2.

=13
<

(d) Trace la gréfica e identifique la curva espacial para0 <u <

T

2ryv = e

(e) Aproxime el drea de la superficie graficada en el inciso (b).

(f) Aproxime el drea de la superficie graficada en el inciso (c).

54. Evaluar la integral de superficie Evalde la integral de

superficie [¢f z dS sobre la superficie S:

r(u,v) = (u+ v)i+ (u —v)j + senvk

donde0<u<2y0<v<.

Plv 55. Aproximar una integral de superficie Utilice un sis-

tema algebraico por computadora para trazar la grafica de la
superficie Sy aproximar la integral de superficie

ff(x+y)d$
s

donde S es la superficie.

S: r(u,v) =ucosvi+usenvj+ (u—1)(2 — uk
sobre 0 < u <2y0=<v =<2
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56. Masa Una lamina S con superficie en forma de cono estd
dada por

z=dala— Jx*+y3), 0<z<a

En cada punto de S, la densidad es proporcional a la distancia
entre el punto y el eje z.

(a) Dibuje la superficie en forma de cono.
(b) Determine la masa de la lamina.

Comprobar el teorema de la divergencia En los ejercicios
57 y 58, compruebe el teorema de la divergencia mediante la
evaluacion

[[r-nes

como una integral de superficie y como una triple integral.

57. F(x,y,2) = x% + xyj + zk

Q: regidn sélida acotada por los planos coordenados y el plano
2x + 3y +4z=12

El planimetro

Ha aprendido muchas técnicas de célculo para encontrar el drea de
una region plana. Los ingenieros usan un dispositivo mecdnico 1la-
mado planimetro para medir dreas planas, que se basa en la férmula
del drea dada en el teorema 6.9. Como puede ver en la figura, el pla-
nimetro estd fijo en el punto O (pero libre para pivotear) y tiene una
bisagra en A. El extremo del brazo trazador AB se mueve en sentido
antihorario alrededor de la regién R. Una pequefia rueda es perpen-
dicular a AB y estd marcada con una escala para medir cuanto rueda
conforme B traza la frontera de la regién R. En este proyecto, demos-
trard que el drea de R estd dada por la longitud L del brazo trazador
AB multiplicada por la distancia D que rueda la rueda.
Suponga que el punto B traza la frontera de R para a <t < b.
El punto A se moverd hacia adelante y hacia atrds a lo largo de un
arco circular alrededor del origen O. Sea 6(¢) el dngulo en la figura
y sean (x(f), ¥(?)) las coordenadas E A.
(a) Demuestre que el vector OB estd dado por la funcién vec-
torial

r(f) = [x(t) + Lcos 6()]i + [y(¥) + Lsen 6(r)]j.

(b) Demuestre que las siguientes dos integrales son iguales a
cero.

b b
_['1,240 [ )
II_LZL dtdt IZ_LZ(xdt Y dt

b
(c) Utilice la integralf [x(?) sen6(r) — y(z) cos 6(¢)]’ dt para
demostrar que las dos integrales siguientes son iguales.

b
1 do do
= —_ —_— + —_—
I L 2L<y sen @ 4 T xcos 0 dt) dt

b
1 dx dy
= | Ll - =+ =
1, L 2L< sen()dt cosedt> dt

58. F(x,y,z) =xi +yj + zk

Q: regidn sélida acotada por los planos coordenados y el plano
2x + 3y +4z=12

Comprobar el teorema de Stokes En los ejercicios 59 y 60,
compruebe el teorema de Stokes mediante la evaluacion

jF-dr
Cc

como una integral de linea y como una integral doble.

59. F(x,y,z) = (cosy + ycosx)i + (senx — xseny)j + xyzk
S: porcién de z = y?* sobre el cuadrado en el plano con vértices
0,0), (a,0), (a,0) y (0, )
N es el vector normal unitario hacia arriba a la superficie.
60. F(x,y,z) = (x — )i+ (y — 2)j + x?’k
S: porcidn del primer cuadrante del plano 3x + y + 2z = 12

61. Demostracion Demuestre que no es posible que un campo
vectorial con componentes dos veces derivables tenga un rota-
cional de xi + yj + zk.

(d) SeaN = —sen 6i + cos 6j. Explique por qué la distancia D
que gira la rueda estd dada por

D=fN-Tds.
C

(e) Demuestre que el drea de la region R estd dada por
I,+1,+1I+1,=DL.

Ax, y).

PARA INFORMACION ADICIONAL Para mayor informacién
acerca del teorema de Green y planimetros, consulte el articulo
“As the Planimeter’s Wheel Turns: Planimeter Proofs for Calculus
Class”, de Tanya Leise, en The College Mathematics Journal. Para
ver este articulo, visite MathArticles.com.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones
trabajadas de los ejercicios con numeracion impar.

Solucion de problemas

Flujo de calor Considere una sola fuente de calor localiza-
da en el origen con temperatura

25
foxd = e

(a) Calcule el flujo de calor a través de la superficie

1
S={(x,y,z):z=\/l—x2,— stz,Osysl}

N | =

como se muestra en la figura.

Z

2

4

(4 —
1

1

(b) Repita el cdlculo del inciso (a) usando la parametrizacién

X

xX=cosu, y=v, z=senu
donde

2
SMS?W y 0<vs<l

wly

Flujo de calor Considere una sola fuente de calor localiza-
da en el origen con temperatura

25
foxd = o e

(a) Calcule el flujo de calor a través de la superficie

S = {(x,y,z): 7=Vl —x2—y% 2 +y2 < 1}
como se muestra en la figura.

(b) Repita el calculo del inciso (a) usando la parametrizacién

X =senucosv, y=senusenv, 7 = cosu

donde

0<uc=

SIS
«
o
IA
<
IN
[\)
3

Momentos de inercia Considere un alambre de densidad
p(x, v, z) dado por la curva espacial

C:r(t) = x(Hi + y(@)j + z(Dk, a <t < b.

Los momentos de inercia respecto a los ejes x, y y z estdn
dados por

I, = [c (y* + 22)plx,y,2) ds
I, = Jo (6 + 22)plx, y, 2) ds
I = [ (& + y)p(x, y, 2) ds.

Encuentre los momentos de inercia para un alambre de densi-
dad uniforme p = 1 en la forma de la hélice

r(f) =3costi +3sentj+ 2rk, 0 <t < 2 (ver figura).

r(f) =3 cos ti+ 3 sen tj + 2tk 2 32
[r® i+ 20k] r) =L+ 2200
2z 2 3
I z
127
10+ 21

1T

1]
1
y

X 2

Figura para 3 Figura para 4

Momentos de inercia Encuentre los momentos de iner-

cia del cable de densidad p = dado por la curva

1+t

2 22137
3

C:r(t) = Ei +1j + k, 0 =< =<1 (ver figura).

Ecuacion de Laplace SeaF(x,y,z) = xi + yj + zKk, y sea
fix, y,2) = IF(x, y, DI

(a) Demuestre que V(Inf) = ¥

F.
(b) Demuestre que V(;) = —J%.

(c) Demuestre que V" = nf"~?F.

(d) El laplaciano es el operador diferencial

92 92 92
vey.v=2 8 &
ax2  ayr a2

y la ecuacién de Laplace es
Pw | Pw | Pw

==+ =+ =o.
axz  ay? 972

Cualquier funcién que satisface esta ecuacién se llama armo-
nica. Demuestre que la funcién w = 1/f es arménica.
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HU 6. Teorema de Green Considere la integral de linea

f y'dx + x"dy
c

donde C es la frontera de la regién que yace entre las graficas

dey=Va?>—x*(a>0)yy=0.

(a) Use un sistema algebraico por computadora para compro-
bar el teorema de Green para n, un entero impar de 1 a 7.

(b) Use un sistema algebraico por computadora para com-
probar el teorema de Green para n, un entero par de 2 a 8.

(c) Para un entero impar n, haga una conjetura acerca del
valor de la integral.

Area Utilice una integral de linea para calcular el 4rea aco-
tada por un arco de la cicloide x(#) = a(f — sen 0), y(6) =
a(l —cos 6), 0 <0 <27, como se muestra en la figura.

y y

| mabd B
2ma

Figura para 7 Figura para 8

Area Utilice una integral de linea para hallar el 4rea acotada
por los dos lazos de la curva en forma de ocho

1
x(t) = —sen2t, y(t) =sent, 0 <t <2mw

2
como se muestra en la figura.

Trabajo El campo de fuerzas F(x, y) = (x + )i + (2 + 1)j
actda sobre un objeto que se mueve del punto (0, 0) al punto
(0, 1), como se muestra en la figura.

y

14

N
TN\ N

\M\N
~ N N\

el NN N N NN AN

‘\\\\\\\\\

RSO NN

TN

>

=

T — N X2

(a) Encuentre el trabajo realizado si el objeto sigue la trayec-
toriax =0,0<y<1.

(b) Encuentre el trabajo realizado si el objeto sigue la trayec-
toriax =y—y%,0<y<1.

(c) Suponga que el objeto sigue la trayectoria x = c(y — y?),
0<y<1,c>0. Encuentre el valor de la constante ¢ que
minimiza el trabajo.

10.

11.

12.

Trabajo El campo de fuerzas F(x, y) = 3x2y?)i + (2x%y)j se
muestra en la siguiente figura. Tres particulas se mueven del
punto (1, 1) al punto (2, 4) alo largo de trayectorias diferentes.
Explique por qué el trabajo realizado es el mismo con las tres
particulas y encuentre el valor del trabajo.

y

Demostracion Sea S una superficie suave orientada, con
vector normal N, acotada por una curva suave simple cerrada C.
Sea v un vector constante. Demuestre que

ff(Zv-N)dS=f(v><r)-dr.

Area y trabajo ;Cémo se compara el drea de la elipse

2 2
% + % = | con la magnitud del trabajo realizado por el cam-

po de fuerzas
1 1
S P
F(x,y) Syt DA

sobre una particula que da una vuelta alrededor de la elipse
(vea la figura)?

S

13. Comprobar identidades

(a) Sean fy g funciones escalares con derivadas parciales con-
tinuas, si se satisfacen las condiciones C'y S del teorema de
Stokes, compruebe cada una de las identidades siguientes.

(@ J(ng)'dr=jJ'(VfX Vg) - NdS
C S.

ﬁnfuwﬁwh:o mnfuvg+@w-a=o
C C

(b) Demuestre los resultados del inciso (a) para las funciones
fix, ¥, 2) = xyz, y sea g(x, y, z) = z. Sea S el hemisferio
7=V4 - x>—y.



