Capitulo 12

CONJUNTO DE EJERCICIOS 12.1

1.

2.

Use el algoritmo 12.1 para aproximar la solucién de la ecuacién diferencial parcial eliptica

Pu Pu 1, o 2
— 4+ — =4, <x<l, <y<?2;
ax2  dy? y

ux,0)=x?, ux,2)=x-2?% 0<x=<I;

Utilice h = k = %y compare los resultados con la solucién real u(x, y) = (x — y)2.
Use el algoritmo 12.1 para aproximar la solucién de la ecuacion diferencial parcial eliptica

Pu Vo 2, 0 1
— 4+ — =0, <x <2, <y<l;
ax2  dy? y
u(x,0) =2Inx, u(x, ) =Inx>+1), 1<x<2;

u(l,y) =In(y* +1), u@,y)=In(G*+4), 0<y=<1

Useh =k = %y compare los resultados con la solucién real u(x, y) = In(x? + y?).
Aproxime las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas, por medio del algoritmo

12.1:

a. —+4+— =0, O<x<l1, O<y<l;

ux,00=0, ulx,1)=ux, 0<x<lI;
u©,y)=0, u(l,y)=y, 0
Use h = k = 0.2 y compare los resultados con la solucién real u(x, y) = xy.

%u  9’u T
b. — 4+ — = —(cos(x +y) +cos (x — y)), O<x<m O0<y<—;
ax2  9y? 2

s
u(0,y) =cosy, u(mw,y)=—cosy, 0<y=< 7

T
u(x,0) = cosux, u(x,z):o, 0<x<wm.

Use h =m/5y k =7 /10 y compare los resultados con la solucién real u(x, y) = cosx cos y.

52u + 9%u ( 24 2) oy 0 ) 0 |
— 4 — = (x* + yHe", <x<2,0<y<l;
ax2  dy?

u©0,y) =1, u@2,y)=e>, 0<y<l;

u(x,0)=1, u(x,1)=c¢e", 0<x<2.

Use h =0.2y k =0.1 y compare los resultados con la solucion real u(x, y) = e*.

%u  u

X oy )
ﬁ—’_a_yz:;—’—;’ l<x<2, 1<y<2

u(x,1)=xInx, wu(x,?2)=xIn4x?), 1<x<2

u(l,y)=ylny, u(2,y) =2ylnQ2y), l<y=<2

Use h = k = 0.1 y compare los resultados con la solucién real u(x, y) = xyInxy.
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Repita el ejercicio 3a) mediante extrapolacién con hg = 0.2, hy = ho/2,y hy, = ho/4.

EJERCICIOS APLICADOS

Un cable coaxial estd hecho de un conductor interno cuadrado de 0.1-pulgada y un conductor externo
cuadrado de 0.5 pulgada. El potencial en un punto en la seccidén transversal del cable se describe me-
diante la ecuacion de Laplace. Suponga que el conductor interno se mantiene a O volts y el conductor
externo se mantiene a 110 volts. Encuentre el potencial entre los dos conductores al colocar una cuadri-
cula con espaciado de malla horizontal 2 = 0.1 pulgada. y espaciado de malla vertical k£ = 0.1 pulgada.
en la region

D={(x,y]0=<x,y=<05}

Aproxime la solucién de la ecuacién de Laplace en cada punto de malla y use dos conjuntos de condicio-
nes en la frontera para derivar un sistema lineal que se resolverd a través del método de Gauss-Seidel.
Una placa de plata rectangular de 6 cm X 5 cm tiene calor generado de manera uniforme en cada
punto a una velocidad ¢ = 1.5 cal/cm®sec. Si x representa la distancia a lo largo del borde de la placa
de longitud 6 cm y y es la distancia a lo largo del borde de la placa de longitud 5 cm. Suponga que
la temperatura u a lo largo de los bordes se mantiene en las siguientes temperaturas:

u(x,0) =x6-—x), u(x,5 =0, 0<x<6,
u©0,y) =y —y), u(6,y)=0, 0=<y=S5,

donde el origen se encuentra en una esquina de la placa con coordenadas (0, 0) y los bordes se en-
cuentran a lo largo de los ejes x y y positivos. La temperatura en estado estable u = u(x, y) satisface la
ecuacion de Poisson:

0%u 0u q
ﬁ(x’y)—f_a_ﬁ(x’y):_f’ 0<x<6,0<y<5,

donde k, la conductividad térmica, es 1.04 cal/cm-deg-sec. Aproxime la temperatura u(x, y) mediante
el algoritmo 12.1conh =04y k = %

EJERCICIOS TEORICOS

Construya un algoritmo similar al algoritmo 12.1, sélo que utilice el método SOR con w dptima en
lugar del método Gauss-Seidel para resolver el sistema lineal.
Repita el ejercicio 3 por medio del algoritmo construido en el ejercicio 7.

PREGUNTAS DE ANALISIS

El texto describe la formacién de lineas de cuadricula verticales igualmente espaciadas y lineas de
cuadricula horizontales igualmente espaciadas. ; Un tamafio de cuadricula variable se puede usar en el
método de diferencias finitas? En este caso, ;como implementaria esta modificacién?

(Como espaciaria las lineas de la cuadricula en caso de un dominio de forma irregular?

Analice métodos de miiltiples cuadriculas para resolver problemas elipticos.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 12.2

1.

Aproxime la solucién de la siguiente ecuacién diferencial parcial con el método de diferencias regresivas
du  3%u
ar  o9x?
u@,t) =u,t) =0, O0<t, u(lx,0) = sen%x, 0<x<2.

=0, 0<x<2 0<t1t;

Usem = 4, T = 0.1,y N = 2 ycompare sus resultados con la soluciénreal u(x, 1) = e~ /4

T
sen X
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Aproxime la solucion de la siguiente ecuacion diferencial parcial con el método de diferencias regresivas

ou 1 3%u
or 16 9x2
u@©,t) =u(l,t) =0, O0<t, u(x,0)=2sen27x, 0<x<1.

=0, O0<x<1, 0<t1t;

Usem =3,T = 0.1,y N =2y compare sus resultados con la solucién real u(x, ) = Qe /4

sen2mwx.
Repita el ejercicio 1 con el algoritmo Crank-Nicolson.
Repita el ejercicio 2 con el algoritmo Crank-Nicolson.
Use el método de diferencias progresivas para aproximar la solucién de las siguientes ecuaciones dife-
renciales parciales parabdlicas.

du 9%u
a. —— —=0, 0<x<2,0<1
or  0x2
u©,t) =u,t) =0, 0<t,
u(x,0) =sen2mxx, 0<x<2.

Use h = 0.4y k = 0.1 y compare sus resultados en ¢ = 0.5 con la solucién real u(x, t) = e

sen2mx. A continuacién, use # = 0.4 y k = 0.05 y compare las respuestas.
ou  u
ot 9x?

u@©,t) =u(r,t)=0, 0<rt,

=0, O<x<mO<ty

u(x,0) =senx, 0<x<m.

Useh = /10y k = 0.05y compare sus resultadosen? = 0.5 conlasoluciénreal u(x, t) = ¢~ sen x.
Use el método de diferencias progresivas para aproximar la solucién con las ecuaciones diferenciales
parciales parabdlicas.

ou , du
a. ——5—=0, 0<x<4,0<1;
ar 7 9x?
u@,t) =u4,t)=0, 0<t,
u(x,0) =senZx (1+2cosZx), 0<x <4
Use h = 2y k = 0.04 y compare sus resultados en ¢+ = 0.4 con la solucion real u(x,t) =
e'sen Zx + e "/*sen Zyx.
ad 1 92
b. " u:O, O0<x<1,0<t;

ot w2 ox?
u(©,t) =u(l,t) =0, 0<t,

u(x,0) =cosm (x—%), 0<x<l.

Use h = 0.1 y k = 0.04 y compare sus resultados en = 0.4 con la solucién real u(x,t) =
e 'cosm(x — %).

Repita el ejercicio 5 con el algoritmo de diferencias regresivas.
Repita el ejercicio 6 con el algoritmo de diferencias regresivas.
Repita el ejercicio 5 con el algoritmo Crank-Nicolson.

Repita el ejercicio 6 con el algoritmo Crank-Nicolson.

Repita el ejercicio 5 con el método de Richardson.

Repita el ejercicio 6 con el método de Richardson.

EJERCICIOS APLICADOS

La temperatura u(x, #) de una varilla larga y delgada de seccién transversal constante y material de
conduccién homogéneo estd regida por la ecuacion de calor unidimensional. Si se genera calor en el
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14.

15.

material, por ejemplo, mediante resistencia a la corriente o reaccion nuclear, la ecuacién de calor se
vuelve

*u  Kr ou

—+—=K—, 0<x<l, 0<t1,

axz2  pC ot
donde [ es la longitud, p es la densidad, C es el calor especifico y K es la capacidad de difusién de la
varilla. La funcién r = r (x, ¢, u) representa el calor generado por unidad de volumen. Suponga que

[=15cm, K =1.04cal/cm-deg-s, p=10.6 g/crn3, C = 0.056 cal/g - deg,

r(x,t,u) = 5.0 cal/em® - s.
Si los extremos de la varilla se mantienen a 0°C, entonces
u(©,t) =u(,t) =0, t>0.
Suponga que la distribucién de temperatura inicial estd dada por
u(x,0) = sen r[l_x’ 0<x<lI.

Use los resultados del ejercicio 17 para aproximar la distribucién de temperatura con 7 = 0.15y k =
0.0225.

Sagar y Payne [SP] analizaron las relaciones estrés-tension y las propiedades del material de un cilin-
dro sujeto alternativamente a calentamiento y enfriamiento y consideraron la ecuacién

°T 10T 1 0T 1
—t-—=——, —<r<1,0<T,
or:  r or 4K ot 2

donde T = T (r, t) es la temperatura, r es la distancia radial desde el centro del cilindro,  es el tiempo

y K es un coeficiente de capacidad de difusion.

a. Encuentre las aproximaciones para 7'(r, 10) para un cilindro con radio exterior 1, dadas las con-
diciones de frontera e iniciales:

1
T(1,t) =100 + 40z, T(E,t>=t, 0<tr<10;

T(r,0) =200(r —0.5), 05=<r<l.

Use una modificacién del método de diferencias regresivas con K = 0.1,k = 0.5,y h =Ar =0.1.
b. Use la distribucién de temperatura de la parte a) para calcular la tension / al aproximar la integral

1
I:/ oT (r, t)r dr,
0

.5

donde o = 10.7 y t = 10. Use el método trapezoidal compuesto conn = 5.

EJERCICIOS TEORICOS

Muestre que los eigenvalores para la matriz tridiagonal (m — 1) por (m — 1) A dada por

A, j=i—loj=i+1,
aj=<1=2x, j=i,
0, en otro caso

son

. 2
Mi:1—4k(sen£) , paracadai=1,2,... ,m—1,
2m

@) — gen U

con eigenvectores correspondientes v, donde v 2
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16. Muestre que la matriz de método tridiagonal (m — 1) por (m — 1) A dada por

- A, j=i—loj=i+1,
a;j = 1—2)\, j:i,
0, en otro caso

donde A > 0, es definida positiva y diagonalmente dominante y tiene eigenvalores

N2
in
Mi=1+4k(sen%) , paracadai =1,2,...,m—1,

con eigenvectores correspondientes v, donde v;«') =sen “*.

17. Modifique los algoritmos 12.2 y 12.3 para incluir la ecuacién diferencial parcial parabdlica
ou  3’u
ar  ox?

u©,t) =u(l,t) =0, 0<t¢;

=Fkx), O0<x<I[, 0<t

ux,00=f), 0=x=L
18. Use los resultados del ejercicio 17 para aproximar la solucion de

du  d’u
ot 0x2
u©,t) =u(l,t) =0, 0<t;

2, 0<x<1,0<r1t;

u(x,0) =senmwx +x(1 —x),

2t

con h = 0.1 y k = 0.01. Compare su respuesta en ¢+ = 0.25 con la solucién real u(x,t) =e~
sentx + x(1 —x).
19. Cambie los algoritmos 12.2 y 12.3 para acomodar la ecuacién diferencial parcial

du ,0%u

R

ot dx?
u@,0)=¢@), ul,n) =¥, 0<t;
ux,0)=fx), 0=x=<I,

=0, O0<x<![,0<1t;

donde f(0) =¢(0)y f(I) = W(0).

PREGUNTAS DE ANALISIS

1. Describa el método implicito de direccién alternativa (ADI).
(,Se puede usar un elemento finito en problemas parabdlicos?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 12.3

1. Aproxime la solucién de la ecuacién de onda

%u 92

T %% o, 0<x<1, 0<s
. 9x?

u@©,0) =u(l,t) =0, 0<t,

u(x,0)=senwx, 0<x<Il,
d

Lx0)=0, 0<x<1,

at

por medio del algoritmo de diferencias finitas 12.4 conm = 4, N = 4,y T = 1.0. Compare sus resulta-
dos en t = 1.0 con la solucidén real u(x,t) = cosmwtsenwx.
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2. Aproxime la solucién de la ecuacién de onda
0%u 1 0%u
> 1672 9x?

u(,1) =u(0.5,t) =0, 0<t,

=0, 0<x<05 0<r1;

u(x,0) =0, 0<x=<0.5,

9
al;(x, 0) = sendmx, 0<x<0.5,

usando el algoritmo de diferencias finitas 12.4 conm = 4, N = 4,y T = 0.5. Compare sus resultados
ent = 0.5 con la solucion real u(x, t) = sentsen4mx.
3. Aproxime la solucién de la ecuacién de onda
?u  3%u
FIETE
u@©,t) =u(r,t) =0, 0<t,

=0, O0<x<m O0O<1;

u(x,0) =senx, 0<ux<m,

9
L@,0=0, 0<x<m,
ot
usando el algoritmo de diferencias finitas con 7 = /10y & = 0.05, cony, después con i = /20

y k = 0.05. Compare sus resultados en t = 0.5 con la solucién real u(x, ) = costsen x.
4. Repita el ejercicio 3, usando en el paso 4 del algoritmo 12.4 la aproximacion

Wi =w;o0+ kg(x;), paracadai=1,...,m—1.

5. Aproxime la solucién de la ecuacién de onda
u  3’u
9z ox?
u©,t) =u(l,t) =0, 0<t,

=0, O<x<l1,0<1;

u(x,0) =sen2rxx, 0<x<I,

9
alt‘(x,O) —2msen2mwx, 0<x<l1,

usando el algoritmo 12.4 con 4 = 0.1 y k = 0.1. Compare sus resultados en = 0.3 con la solucién real
u(x,t) =sen2mxx(cos2wt + senmt).
6. Aproxime la solucién de la ecuacién de onda
u  3%u
> Ix?

w©,0) =u(l,1)=0, 0<t,

I, 0<x<
u(x,O):{ | —x—<

=0, O0<x<1, 0<1;

)

—_ =

1
—1, §<X

ou
—(x,0)=0, 0<x<I.
ot

usando el algoritmo 124 conk =0.1y k= 0.1.

EJERCICIOS APLICADOS
7. La presion del aire p(x, ¢) en un tubo de érgano estd regida por la ecuacion de onda

92 1 9%
—p=——p, O0<x<lI, 0<t,
ox2 ¢ 0t
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donde / es la longitud del tubo y ¢ es una constante fisica. Si el tubo estd abierto, las condiciones en la
frontera estdn determinadas por

pO.1)=po y pd 1)=po.
Si el tubo esta cerrado en el extremo donde x = [, las condiciones en la frontera son
ap
pQO,1)=py y 3—(1, 1) =0.
X
Suponga que ¢ = 1,/ = 1y que las condiciones iniciales son
ad
p(x,0) = pocos2rx, y a—l;(x,O) -0, 0<x<l.

a.  Aproxime la presion para un tubo abierto con pyp = 0.9 enx = %para t=05yt=1,usando el
algoritmo 124 conh = k = 0.1.

b. Modifique el algoritmo 12.4 para el problema de tubo cerrado con py = 0.9 y aproxime p(0.5,0.5)
y p(0.5,1) mediante 1 = k = 0.1.

Una linea de transmisién eléctrica de longitud / que conduce corriente alterna de alta frecuencia

(llamada linea “sin pérdida”), el voltaje V'y la corriente 7 se describe mediante

a’V %V
—=LC—, O<x<l[, 0<t
0x2 or?
9% 9%
—l:LC—l, O0<x<lI,0<t;
0x?2 or?

donde L es la inductancia por unidad de longitud y C es la capacitancia por unidad de longitud. Supon-
ga que la linea es 200 pies de largo y las constantes C y L estdn dadas por

C = 0.1 farads/pies y L = 0.3 henries/pies.

Suponga que el voltaje y la corriente también satisfacen

V(0,t) =V (200,7) =0, 0<t;
X

V(x,0) =110sen —, 0 < x < 200;
200

av

—(x,0)=0, 0<x <200

ot

i(0,) =i(200,7) =0, 0 <t

i(x,0) = 5.5c0s . 0 <x < 200:
200

"
a—i(x,m —0, 0<x<200.

Aproxime el voltaje y la corriente en t = 0.2 y t = 0.5 usando el algoritmo 124 conh =10y k = 0.1.

PREGUNTAS DE ANALISIS

Analice el método de caracteristicas para problemas hiperbdlicos.
(Existe alglin método de diferencias finitas implicita para problemas hiperbdlicos y por qué se usarfa?
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 12.4

1. Use el algoritmo 12.5 para aproximar la solucién de la siguiente ecuacion diferencial parcial (consulte
la figura):

a

,0u d ,0u
— —@y) )+ = |y y) ) —yulx,y) =—x, (x,y) €D,
ox ox ay ay

u(x,0.5)=2x, 0<x<05 u@0,y)=0, 05<y<]I,

d d 2
2 vy costr + 32 vy cost = Y2y — ) parate, ) € Sa
dax ay 2

Y A
1 .
8
3, 2
D
0.5
%
0.5 x

Sea que M = 2; T tiene vértices (0, 0.5), (0.25, 0.75), (0, 1); y T, tiene vértices (0, 0.5), (0.5,0.5),y
(0.25,0.75).
2. Repita el ejercicio 1, por medio de los tridngulos

T,: (0,0.75), (0, 1), (0.25,0.75):

T,: (0.25,0.5), (0.25,0.75), (0.5,0.5);
Ty: (0,0.5), (0,0.75), (0.25,0.75);
T,: (0,0.5),(0.25,0.5), (0.25,0.75).

3. Aproxime la solucién de la ecuacién diferencial parcial

2 2

9 3 5 5
T e+ T8k, y) = 12.57%u(x, y) = —257% sen “xsen -y, 0 <x, y < 0.4,
dx? ay? 2 2

sujeta a la condicién de frontera de Dirichlet
u(x,y) =0,

usando el algoritmo de elementos finitos 12.5 con los elementos determinados en la figura adjunta.
Compare la solucién aproximada con la solucién real

*.y) S S
u(x,y) =sen —xsen —y,
y 5 5 y

en los vértices interior y en los puntos (0.125,0.125), (0.125,0.25), (0.25,0.125),y (0.25,0.25).
0.4
0.3
0.2
0.1

0.1 0.2 0.3 0.4
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5t

Repita el ejercicio 3, con f(x,y) = —257%cos %”x cos ; y, por medio de la condicién de frontera de

Neumann
ou
—(x,y) =0.
8n(x »)

La solucién real de este problema es

( ) S S
u(x, y) = cos —x cos —y.
y ) ) y

EJERCICIOS APLICADOS

Una placa de plata de forma trapezoidal (consulte la figura adjunta) tiene calor generado de manera
uniforme en cada punto a una velocidad de ¢ = 1.5 cal/cm?® - s. La temperatura en estado estable
u(x,y) de la placa satisface la ecuacién de Poisson

9%u 9%u —q
@(X,y) + 8_y2(x’y) =%

L,

60° 60° N
0 L, 5 X

donde k, la conductividad térmica, es 1.04 cal/cm - deg - s. Suponga que la temperatura se mantiene
en 15 °C en L,, que el calor se pierde en los bordes inclinados L, y L3 de acuerdo con la condicién de
frontera du/dn = 4,y que no se pierde calor en Ly; es decir, du/dn = 0. Aproxime la temperatura
de laplacaen (1,0),(4,0)y (%, \/§/2) mediante el algoritmo 12.5.

PREGUNTAS DE ANALISIS

Investigue el uso de rectangulos en lugar de tridngulos en el método de elementos finitos.
Analice el enfoque de ingenieria para utilizar tensiones y cargas para desarrollar el método de elemen-
tos finitos.

PREGUNTAS DE ANALISIS (FINAL DEL CAPITULO)

1. Proporcione una descripcion general del paquete de software MUDPACK.
2. Proporcione una descripcién general del paquete de software Chombo.
3. Proporcione una descripcion general del paquete de software ReacTran.

CONCEPTOS CLAVE

Condiciones de frontera de
Dirichlet
Diferencias finitas de
ecuacion de onda
Diferencias regresivas de la
ecuacion de calor
Ecuacion de calor
Ecuacion de difusion
Ecuacién de Laplace
Ecuacion de onda

Ecuacion de Poisson

Ecuaciones elipticas

EDP elipticas

EDP hiperbélicas

EDP parabdlicas

Estabilidad

Método de Crank-Nicolson

Método de diferencias
finitas

Método de diferencias
finitas de Poisson

Método de diferencias
progresivas

Método de diferencias
regresivas

Método de elementos finitos

Nodos

Triangulacién
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REVISION DEL CAPITULO

En este capitulo, se consideraron los métodos para aproximar las soluciones de las ecuaciones
diferenciales parciales. Restringimos nuestra atencién a la ecuacién de Poisson como ejemplo
de una ecuacion diferencial parcial eliptica, la ecuacién de calor o difusién como ejemplo de la
ecuacion diferencial parcial parabdlica y la ecuacién de onda como ejemplo de una ecuacion
diferencial parcial hiperbdlica. Se analizaron las aproximaciones de diferencias finitas para
estos tres ejemplos.

La ecuacién de Poisson en un rectangulo requeria la solucién de un sistema lineal grande
y disperso, para el que se recomiendan técnicas iterativas, como el método SOR. Los méto-
dos de diferencias progresivas y de Richardson tenian problemas de estabilidad, por lo que se
introdujeron los métodos de diferencias regresivas y de Crank-Nicolson. A pesar de que
se debe resolver un sistema lineal tridiagonal en cada paso con estos métodos implicitos, son
mucho mds estables que los métodos explicitos de Richardson y de diferencia progresiva.
El método de diferencias finitas para la ecuacion de onda es explicito y también puede tener
problemas de estabilidad para ciertas selecciones de discretizacién de tiempo y espacio.

En la dltima seccién del capitulo, presentamos una introduccién al método de elemento
finito para ecuacion diferencial parcial eliptica autoadjunta en un dominio polinomial. A
pesar de que nuestros métodos funcionardn adecuadamente para los problemas y ejemplos
del libro de texto, se requieren generalizaciones y modificaciones mds poderosas de estas
técnicas para aplicaciones comerciales.

Sé6lo hemos presentado una pequefia muestra de las muchas técnicas utilizadas para
aproximar las soluciones de problemas que implican ecuaciones diferenciales parciales. Mas
informacion sobre el tema general se puede encontrar en Lapidus y Pinder [LP], Twizell
[Tw], y el libro reciente de Morton y Mayers [MM]. Informacion sobre el software se puede
encontrar en Rice y Boisvert [RB] y en Bank [Ban].

Los libros enfocados en los métodos de diferencias finitas incluyen Strikwerda [Stri],
Thomas [Th] y Shashkov y Steinberg [ShS]. Strange y Fix [SF] y Zienkiewicz y Morgan
[ZM] son buenas fuentes para informacion sobre el método de elementos finitos. Las ecua-
ciones dependientes del tiempo son abordadas en Schiesser [Schi] y en Gustafsson, Kreiss
y Oliger [GKO]. Birkhoff y Lynch [BL] y Roache [Ro] analizan la solucién de problemas
elipticos.

Los métodos de muiltiples cuadriculas utilizan aproximaciones de cuadricula gruesa y
técnicas iterativas para proporcionar aproximaciones para cuadriculas mas finas. Las refe-
rencias sobre estas técnicas incluyen Briggs [Brigg], Mc Cormick [Mc] y Bramble [Bram].



