Capitulo 10

CONJUNTO DE EJERCICIOS 10.1

1.

El sistema no lineal
—x (i +D+2n =18, (-1 + (-6 =25

tiene dos soluciones.

a. Aproxime las soluciones graficamente.

b. Use las aproximaciones a partir de la parte a) como aproximaciones iniciales para una iteracion
de punto fijo adecuada y determine las soluciones dentro de 107> en la norma /.

El sistema no lineal

X3 —x?44dx; —2=0, xI+3x3-4=0

tiene dos soluciones.

a. Aproxime las soluciones graficamente.

b. Use las aproximaciones a partir de la parte a) como aproximaciones iniciales para una iteracién
de punto fijo adecuada y determine las soluciones dentro de 107> en la norma /.

El sistema no lineal

xf—10x1+x§+8=0, x1x§+xl—10xz+8=0

se puede transformar en el problema de punto fijo
x>+ x2+38 x1x2 4+ x; +8
X =g1(x,x0) = %, X =g1(x, %) = IZTl.
a. Useel teorema 10.6 para mostrar que G = (g;, g)' mapea D C R? en R? tiene un punto fijo tinico
en

D={(x;,x) [0=<x,x <15}

b. Aplique la iteracién de punto fijo para aproximar la solucién dentro de 10> en la norma /.
c. (El método Gauss-Siedel acelera la convergencia?
El sistema no lineal

Sx2—x3=0, x,—0.25(senx; 4 cosxy) =0

tiene una solucidn cerca de (% %)’.

a. Encuentre una funcién G y un conjunto D en R? de tal forma que G : D — R?y G tiene un punto
fijo Unico en D.

b. Aplique la iteracién del punto fijo para aproximar la solucién dentro de 107> en la norma /..

c. (Elmétodo de Gauss-Siedel acelera la convergencia?

Use el teorema 10.6 para mostrar que G : D C R* — R3 tiene un punto fijo tinico en D. Aplique la

iteracién de punto fijo para aproximar la solucién dentro de 107> en la norma /..

05 1
a. G, 1) = (% 55 V/3 +0.3125 - 0.03,

1 10n—3)’
e e

—X1x2

20 60
D={(x;,x,x3) | -1<x=<1,i=1,2,3}

)

’

15 ’ 10 25
D={(x;,x,x3)"|0<x <15,i=1,2,3}

13—x2+4 11 —x2 22 3
b, G(x.,xz,X3):< X5 +4x3 + x3 xl, +x2)
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c. G(xi, x2,x3) = (I —cos(x1xpx3), 1 — (1 — x)/* —0.05)632 +0.15)C3,)C]2
—}-0.1x22 —0.01x, + 1)";

D = {(x;,x,x3)" | =0.1 <x; <0.1,-0.1 <x, <03,05 <x3 < 1.1}

1 1 1
d. G(x1,x,x3) = (5 cos(xpx3) + 5 —5\/x]2 +sen x3 + 1.06 — 0.1,

1 10w — 3\’
— —e X1X2 ;
20 60

D={(x;,x,x) | -1<x=<1i=1273)}

Use la iteracion de punto fijo para encontrar soluciones para los siguientes sistemas no lineales, preci-
sos dentro de 10~ por medio de la norma /..

a. x3+xi—x =0 b. 3xf —x3=0,
x}—x3—x,=0. 3xix3 —x; —1=0.
c. x?+x—37=0, d. x?42xF —x —2x3 =0,
xi—x3—-5=0, x} —8x3 4+ 10x; =0,
X1+ x,4+x3—3=0. )c]2 _1—o.
Tx2x3

Use el método Gauss-Siedel para aproximar los puntos fijos en el ejercicio 5 dentro de 10>, por medio
de la norma /.
Repita el ejercicio 6 con el método Gauss-Siedel.

EJERCICIOS APLICADOS

En el ejercicio 6 de la seccién 5.9 consideramos el problema de predecir la poblacién de dos
especies que compiten por el mismo suministro de comida. En el problema suponemos que las
poblaciones podrian predecirse al resolver el sistema de ecuaciones

dx, (1)
PR (t)(4 —0.0003x; () — 0.0004x,(1))
y
dx;(1)
T X2(1)(2 — 0.0002x, (1) — 0.0001x,(2)).

En este ejercicio nos gustaria considerar el problema de determinar las poblaciones de equilibrio de
las dos especies. Los criterios matematicos que deben satisfacerse para lograr que la poblacién esté en
equilibrio son que, simultdneamente,

dx (¢ dx,(t
xl()zo y xz()=0
dt dt

Esto ocurre cuando la primera especie estd extinta y la segunda especie tiene una poblacién de 20000
o cuando la segunda especie estd extinta y la primera especie tiene una poblacién de 13333. ; El equi-
librio se puede presentar en otra situacion?

La dindmica de poblaciones de las tres especies competidoras se pueden describir mediante

dx; (1) :
1
—— =rix () |1 — a;jx;(t
=" ,<>{ 2:1: i ,()}
para cada i = 1, 2, 3 donde la poblacién de la i-ésima especie en el tiempo ¢ es x;(¢). El indice de
crecimiento de la i-€sima especie es r; y o;; mide el grado al que las especies j afectan el indice de cre-
cimiento de la especie i. Suponga que los tres indices de crecimiento es igual a r. Al escalar el tiempo
mediante el factor r, podemos realizar efectivamente r = 1. Ademads, suponemos que la especie 2 afecta
ala 1 de la misma forma en que la 3 afecta ala 2 y que la 1 afecta a la 3. Por lo tanto, oj; = o023 = 3y,



Conjunto de ejercicios

11.

12.

13.
14.

15.

que permitimos que sea igual a «, y, de igual forma, oy, = @3, = o3 = B. Las poblaciones se pueden
escalar de modo que todas las «;; = 1. Esto resulta en el sistema de ecuaciones diferenciales

X (1) = x1 () [1 = x1 (1) — axy (1) — B3 (0],
x5 (1) = x2(0)[1 = x2() = Bx1 (1) — ax3 ()], y
x5(1) = x3(0) [1 — x3(1) — ax; (1) — Bxa(0)].

Sia = 0.3 y 8 = 0.6, encuentre una solucién estable (x| () = x5(t) = x5(t) = 0) de las po-
blaciones escaladas x;(7), x2(z), x3(t) en 0.5 < x;(z) < 1, 0 < x,(¢) < 1y 0.5 <x3(t) < 1.

EJERCICIOS TEORICOS
Muestre que la funcién F : R? — R? definida por
F(xy, x2, x3) = (x1 + 2x3, X; €OS X2, X3 + x3)'

es continua en cada punto de R>.
Proporcione un ejemplo de una funcién F : R? — IR? que es continua en cada punto de R?, excepto en
(1,0).
Muestre que las primeras derivadas parciales en el ejemplo 2 son continuas en D.
Muestre que una funcién F que mapea D C R" en R" es continuaen X, € D precisamente cuando, dado
cualquier nimero ¢ > 0, un nimero § > 0 se puede encontrar con la propiedad de que para cualquier
norma vectorial || - ||,

IFx) —F(xo)ll < e,

siempre quex € Dy ||x — Xo|| <.
Sea A una matriz n X n'y F la funcién de R" para R" definida mediante F(x) = Ax. Use el resultado en
el ejercicio 14 para mostrar que F es continua en R”.

PREGUNTAS DE ANALISIS

En el capitulo 2 se desarroll6 un proceso iterativo para resolver una ecuacién f(x) = 0, al transformar
primero la ecuacién en la forma de punto fijox = g(x). En este capitulo se desarrolla un procedimien-
to similar. ;El método de Miiller se puede transformar de esta manera?
En el capitulo 2 se desarroll6 un proceso iterativo para resolver una ecuacion f(x) = 0, al transformar
primero la ecuacién en la forma de punto fijox = g(x). En este capitulo se desarrolla un procedimien-
to similar. jEl método de secante se puede transformar de esta manera?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 10.2

1.

Use el método con x» = 0 para calcular x*® para cada uno de los siguientes sistemas no lineales.

a.  4x? —20x; + %x% +8=0, b. sen(4mwxixy) —2x —x; =0,
4r — 1
1 2% _ 2 _ _
EXIXQZ +2x; —5x, + 8 =0. ( A7 ) (e —e) +4ex; —2ex; = 0.
c. xi(1 = xp) 4 4x, = 12, d. 5xf —x3 =0,

(x; —2)* + (2x, — 3)2 = 25. x, — 0.25(sen x| + cosx,) = 0.
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Use el método de Newton con x = 0 para calcular x® para cada uno de los siguientes sistemas no
lineales.

1
a. 3x; — cos(xpx3) — 5= 0. b. x4+ 2x—37=0,
25—
4x2 — 625x2 4+ 2x, — 1 =0, N-xn-5=0
10m — 3 XI+X2+X3—3=0.
e 12 +20x;3 + =0.

c.  15x; +x? —4x; =13, d. 10x; —2x3+x;—2x3 —5=0,
X2 4+ 10x; — x3 = 11, 8x3 +4x3 —9 =0,
X3 —25x3 = —22. 8xox3 +4=0.

Use las facilidades de graficacién de su CAS o calculadora para aproximar soluciones para los siguien-
tes sistemas no lineales.

a. 4x - 200 + 48 =0, b. sen(4x,x2) = 22 — x1 =0,
4 — 1
1 2% _ 2 _ —
5x1x§+2x1 —5x+8=0. ( A ) (€™ —e) + dex; — 2ex; = 0.
C. x1(1 —x1) +4x, = 12, d. 5x12—x22:O,
(1 —2)* + (25, — 3)* = 25. X — 0.25(sen x; + cosx,) = 0.

Use las facilidades de graficacion de su CAS o calculadora para aproximar las soluciones para los
sistemas no lineales dentro de los limites dados.

1
a. 3x, — cos(xax3) — 3= 0, b. xP+x, —37=0,
L 2_5—
4x% — 625x2 +2x, — 1 =0, ¥—x=35=0,
107 — 3 X1+X2+X3—3:0.
e 12 4+ 20x3+ —— =0. —4<x <8, -2<x<2-6<x3<0
“l<x=lL-1<=xn=l-1<x=<I
C. 15x1+x22—4x3:13, d. IOX|—2)C22+X2—2X3—5:0,
x7 + 10x; — x5 = 11, 8x3 +4x7 —9=0,
x§—25x3=—22. 8xx3+4 =0.
0=<x<20=<x=<20=<x3=<2 0<x=<2,-2<x=<00=<x=<2

y0<x <20<x=<2-2<x3<0

Use las respuestas obtenidas en el ejercicio 3 como aproximaciones iniciales para el método de
Newton. Itere hasta |[x®) — x*~D|| <107,

Use las respuestas obtenidas en el ejercicio 4 como aproximaciones iniciales para el método
de Newton. Ttere hasta|[x®) —x*=D|| < 107

Use el método de Newton para encontrar una solucién para los siguientes sistemas no lineales en el
dominio determinado. Itere hasta ||x* — x*~D|| "< 107°.

a. 3x2 —x2 =0, b. In(x? 4+ x3) —sen(x;x;) = In2 + Inm,
3xix3 —x; —1=0. 172 4 cos(xyx,) = 0.
Use x = (1, ). Use x© = (2, 2)".
e X} +xixs—x;x3+6=0, d. 6x1 — 2cos(xpx3) — 1 =0,
el +e —x3 =0, 9xy + /27 + senx3 + 1.06 + 0.9 = 0,
2 _
Xy =200 =4 60x3 + 3¢ + 107 — 3 = 0.

Use x = (-1, =2, 1)". Use x? = (0,0, 0)".

El sistema no lineal

4x) — Xy + X3 = X1X4, —X1 + 3x2 — 2x3 = XXy,

2 2 2
X1 — 2x2 + 3x3 = X3X4, xX;+x; +x3=1

tiene seis soluciones.
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9.

10.

11.

a. Muestre que si (x, X2, X3, X4)" es una solucién, entonces (—x;, —x,, —x3, X4)’ es una solucion.
b. Use el método de Newton tres veces para aproximar todas las soluciones. Itere hasta
x4 — x4D||_ <107,

El sistema no lineal

1
3x; — cos(xpx3) — 3 =0,

1
x}—625x2 — — =0,
4

1071—3_

e 2 + 20x3 + 0,

tiene una matriz jacobiana singular en la solucién. Aplique el método de Newton con x® = (1,1 — 1)".
Note que la convergencia puede ser lenta o podria no presentarse después de un niimero razonable de
iteraciones.

EJERCICIOS APLICADOS

La cantidad de presién requerida para hundir un objeto grande y pesado en tierra homogénea y suave
que se encuentra sobre tierra de base dura se puede predecir mediante la cantidad de presién requerida
para hundir objetos mds pequefios en la misma tierra. Especificamente, la cantidad de presion p reque-
rida para hundir una placa circular de radio r a una distancia d en tierra suave, donde la tierra de base
dura se encuentra a una distancia D > d debajo de la superficie, se puede aproximar con una ecuacién
de la forma

P =ke? + ks,

donde &, k; y k3 son constantes, con k» > 0, dependiendo de d y la consistencia de la tierra, pero no

del radio de la placa. (Consulte [Bek], p. 89-94.)

a. Encuentre los valores de &y, k, y ks si suponemos que una placa de radio de 1 pulgada requiere
una presién de 10 Ib/pulgada® para hundir 1 pie en un campo turbio, una placa con radio de 2 pul-
gadas requiere una presién de 12 Ib/pulgada® para hundir 1 pie y una placa con radio de 3 pulgadas
requiere una presién de 15 Ib/pulgada® para hundir esta distancia (al suponer que el barro es de
mas de 1 pie de profundidad).

b. Use sus cdlculos de la parte a) para predecir el tamafio minimo de una placa circular que se reque-
rirfa para sostener una carga de 500 libras en este campo con hundimiento menor a 1 pie.

Al calcular la forma de un vertedero de flujo por gravedad que minimizard el tiempo de trdnsito de

particulas granuladas descargadas, C. Chiarella, W. Charlton y A. W. Roberts [CCR] resolvieron las

siguientes ecuaciones con el método de Newton:

. sen 6, send,
D L0, 0n) = —E = pwy ) —

Un41 n

(1 —puw,) =0, paracadan =1,2,..., N — 1.

i) v, ...,0y) = Ay SN tan6, — X =0, donde

a. vV2=1v2+2gnAy —2uAy>"  ——, vparacadan=12,..., N,
=V +2gnAy uyZFlcosgj p y
1
b. w,,:—AyanfVﬂ}—, paracadan =1,2,..., N.
= v cosb;

La constante vy es la velocidad inicial del material granulado, X es la coordenada x del fin del verte-
dero, p es la fuerza de friccion, N es el nimero de segmentos del vertedero y g = 32.17ft/s> es la constan-
te gravitacional. La variable 6; es un dngulo en el i-ésimo segmento del vertedero a partir de la vertical,
como se muestra en la siguiente figura y v; es la velocidad de la particula en el i-ésimo segmento del
vertedero. Resuelva i) y ii) para @ = (0;,...,0y) con u =0,X =2,Ay =02, N =20,y v =0,
donde los valores para v, y w, se pueden obtener directamente a partir de a) y b). Itere hasta
[16® — %D, < 1072,
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0,0)

=Y

Vit

Yo - =777 777

12. Un experimento bioldgico interesante (consulte [Schr2]) se preocupa por la determinacién de la tem-
peratura maxima del agua, Xy, en la que diferentes especies de hidra pueden sobrevivir sin acortar su
expectativa de vida. Un enfoque para la solucion de este problema usa un ajuste por minimos cuadra-
dos de la forma f(x) = y = a/(x — b) para un conjunto de datos experimentales. Los valores x de los
datos se refieren a la temperatura del agua. La constante b es la asintota de la gréfica de f'y, como tal,
es una aproximacion para X ;. 5
a. Muestre que seleccionar a, b y ¢ para minimizar » ;_, [w,- i — (xlf—b)p} reduce la solucién del

sistema no lineal

_ WiYi
“= (x, — by / Z o — b)h
Wi yi 1 . Wi Vi - 1
0= . — . ,
Z:: (x; — b)* Z_; (x; — byt z:: (x; — by z:: (x; — by

- n Wil ~ In(x; — b) S wiyiIn(x —b) & 1
- ; (x; — b)* . Z (x; — b)2e B Z (xi = b)° . ; (x; — b)2’

i=1 i=1

b. Resuelva el sistema no lineal para las especies con los siguientes datos. Use los pesos w; = In y;.

i ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

Vi 2.40 3.80 475 | 21.60

x; | 31.8 31.5 31.2 30.2
EJERCICIOS TEORICOS

13. Muestre que cuando n = 1, el método de Newton dado por la ecuacién (10.9) se reduce al método
familiar de Newton dado en la seccién 2.3.
14. ;Qué reduce el método de Newton para el sistema lineal Ax = b dado por

anxy +apxy + - +apx, = by,

Xy +anx, + -+ ayx, = by,

An1 X1 + appXo + -+ A Xy = bn:
donde A es una matriz no singular?

PREGUNTAS DE ANALISIS

1. A menudo, en el andlisis del método de Newton para sistemas no lineales, se podria encontrar la frase
“término forzado”. ; Qué significa eso y por qué es importante?
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El método inexacto de Newton se usa ampliamente para resolver sistemas de ecuaciones no lineales.
Se sabe que los términos forzados se deberian seleccionar relativamente grandes al inicio y volverse
pequeilos durante el proceso de iteracién. Analice la forma de realizarlo.

(El método de Newton para los sistemas no lineales converge para cualquier valor inicial? ;Por qué si
o por qué no?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 10.3

1.

Use el método de Broyden para calcular x® para cada uno de los siguientes sistemas no lineales.

a. 4x12 —20x;, + lx% +8=0, b. sen(4mwx;x;) —2x, —x; =0,
1 4 — 1 .
Exlxzz +2x; —5x, +8=0. < o ) (€™ —e) + 4ex§ —2ex; = 0.
Use x© = (0, 0)". Use x = (0, 0)".

c. 3x7 —x3 =0, d. In(x}+x3) —sen(x;x) =In2+Inm,
3x1x22 — xl3 —1=0. 172 + cos(x1xy) = 0.
Use x© = (1, 1)". Use x© = (2, 2)".

Use el método de Broyden para calcular x® para cada uno de los siguientes sistemas no lineales.

1
a. 3x; — cos(xpx3) — 5= 0, b. Xt +x,—37=0,
o2& _
4x? — 625x2 +2x, — 1 =0, n—x=5=0,
107 —3 X1 +x+x3—3=0.
e 12 4+ 20x3 + —— =0.
3 Use x© = (0,0, 0)".
Use x© = (0, 0, 0Y'.
c. X; 4+ x2xy —x1x3 + 6 =0, d. 6x; — 2cos(xx3) — 1 =0,
e’ + e — x3 =0, 9x; + v/x? +senx; + 1.06 + 0.9 = 0,
x% —2x1x3 = 4. 60x3 + 3¢ 12 + 10 — 3 = 0.
Use x© = (-1, =2, 1)". Use x = (0,0, 0)".

Use el método de Broyden para aproximar soluciones de los sistemas no lineales en el ejercicio 1 me-
diante las siguientes aproximaciones iniciales x©.

a. (0,0) b. (0,0) c. (1,1) d. (2,2

Use el método de Broyden para aproximar soluciones de los sistemas no lineales en el ejercicio 2
mediante las siguientes aproximaciones iniciales x©.

a. (1,1,1) b. (2,1,-1) c. (—=1,=-2,1) d. (0,0,0)

Use el método de Broyden para aproximar las soluciones de los siguientes sistemas no lineales. Itere
hasta|[x® —x*=D|| <107

a. x1(1 —xp) +4x, =12, b. 5x7 —x2 =0,
(x; —2)> 4+ (2x, — 3)2 = 25. X, —0.25(sen x; + cos x;) = 0.
Cc. 15x1+x§—4x3=13, d. 10x1—2x§—|—x2—2x3—5=0,
x+ 10x; — x5 = 11, 8x7 +4x3 —9=0,
xé’ — 25x3 = —22. 8xox3 +4 =0.

El sistema no lineal
4x; — x3 + X3 = X1 X4,
—x1 + 3x3 — 2x3 = XoXy,
X1 — 2x + 3x3 = X3X4,
2 2 2
xX;+x;+xy=1,

tiene seis soluciones.
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a. Muestre que si (x1, X2, X3, X4)" es una solucién, entonces (—x;, —x,, —x3, X4)" es una solucién.

b.  Use el método de Broyden tres veces para aproximar cada solucién. Itere hasta || x©— x*=D||
<1073,

El sistema no lineal

1 1 107 -3
3x; — cos(xax3) — 3= 0, xi—625x; — 1= 0, e 420x; + % =0
tiene una matriz Jacobiana singular en la solucién. Aplique el método de Broyden conx® = (1,1 —1)".

Observe que la convergencia puede ser lenta y podria no presentarse dentro de un nimero razonable de
iteraciones.

EJERCICIOS APLICADOS

La dindmica de poblacién de tres especies rivales se pueden describir por medio de

3
d);;t(t) =rix; (1) {1 - Zaijxj(t)}

i=1

para cada i = 1, 2, 3, donde la poblacién de la i-ésima especie en el tiempo 7 es x;(¢). El indice de
crecimiento de la i-ésima especie es r;, y a;; mide el grado en el que la especie j afecta el indice
de crecimiento de la especie i. Suponga que los tres indices de crecimiento son iguales a r. Al escalar el
tiempo mediante el factor » podemos volver r = 1 efectivo. Ademads, suponemos que la especie 2 afecta
alal,aligual quela3 afectaala2ylal afectaala3.Por lo tanto, a1, = 23 = a3, que establecimos
igual a o y, de igual forma, oy, = a3, = a3 = B. Es posible escalar las poblaciones de tal forma que
«;; = 1. Esto produce el sistema de ecuaciones diferenciales

X (1) = x1 () [1 = x1 (1) — axy (1) — Bxs(1)].
x5 (1) = x2(1) [1 = x2(0) = Bx1 (1) —axs ()] y
x5(1) = x3(0) [1 — x3(1) — axi (1) — Bxo(1)].

Sia = 0.5y B = 0.25, encuentre una solucién estable (x{(r) = x5(t) = x4(tr) = 0) enel
conjunto {(xy, x2, x3)| 0 < x;(r) <1, 0.25 < x,(r) <1, 0.25 < x3(r) < 1} mediante el método de
Broyden.

El ejercicio 13 de la seccién 8.1 abordaba la determinacién de una relacién de minimos cuadrados
exponenciales de la forma R = bw* para aproximar un conjunto de datos relacionados con el peso
y la regla de respiracién de las polillas esfinge modestas. En ese ejercicio, el problema se convirtié
en una relacion log-log y en la parte c) se introdujo un término cuadrdtico en un intento por mejorar
la aproximacién. En lugar de convertir el problema, determine las constantes @ y b que minimizan
o (R — bw¢)? para los datos enumerados en el ejercicio 13 de la seccién 8.1. Calcule el error
relacionado con esta aproximacién y compdrelo con el error de las aproximaciones previas para este
problema.

EJERCICIOS TEORICOS

Muestre que si0 #y € R" y z € R", entonces z = z; + z,, donde z; = (y'z/||y||3)y es paralelaay

y Z3 es ortogonal a'y.

Muestre que si u, v € R”, entonces det (/ +uv’) = 1 + v'u.

a.  Use los resultados en el ejercicio 11 para mostrar que si existe A~' y x, y € R", entonces existe
(A+xy) ! siysolosiy’ A™'x £ —1.

b. Al multiplicar a la derecha por A + xy’, muestre que cuando y' A~'x # —1, tenemos

A" lxy A™!

Atxy)'=A"-— .
(A+xy) 1+yA'x
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PREGUNTAS DE ANALISIS

Las implementaciones modernas de propdsito general mejor conocidas de los métodos cuasi-Newton
para resolver grandes sistemas no lineales estdn basadas en las férmulas de correccién de rango 1 como
BGM, BBM, COLUM e ICUM. ;Cémo se implementan esta férmulas de correccién?

La férmula Sherman-Morrison describe la solucién de A+uvT, cuando ya existe una factorizacion
para A. ;Qué es la férmula Sherman-Morrison-Woodbury y cémo se diferencia?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 10.4

1.

Use el método del descenso mds rapido con TOL = 0.05 para aproximar las soluciones de los siguien-
tes sistemas no lineales.

1
a4 =200 4 133 +8=0, b. 3xf -3 =0,
3x;x3 —xi —1=0.

1
Exle +2x;, —5x,+8=0.

c. In(x?+x3) —sen(x;xy) =In2+1Innm, d. sen (4w x1x;) — 2x, —x3 =0,

B 4T — 1 ) )
e"1™*2 + cos(x1xp) = 0. 1 (e —e) +4dex; — 2ex; =0.
4

Use el método del descenso mds rapido con TOL = 0.05 para aproximar las soluciones de los siguien-
tes sistemas no lineales.

a. 15x; +x; —4x; = 13, b.  10x; —2x3 +x, —2x3 —5=0,
x2 + 10x; — x5 = 11, 8x3 +4x7 —9=0,
x% — 25x3 = —22. 8xox3 +4 =0.
e x}+xix—xix3+6=0, d. X1+ cos(x1x2x3) — 1 =0,
e’ e —x3 =0, (1 —x)"Y* + x4+ 0.05x2 — 0.15x; — 1 =0,
x22 —2x1x3 = 4. —x12—0.1x§+0.01x2—|—x3 —1=0.

Use los resultados en el ejercicio 1 y el método de Newton para aproximar las soluciones de los siste-
mas no lineales en el ejercicio 1 dentro de 107°.

Use los resultados en el ejercicio 2 y el método de Newton para aproximar las soluciones de los sistemas
no lineales en el ejercicio 2 dentro de 107°.

Use el método del descenso mds rdpido para aproximar los minimos dentro de 0.005 para las siguientes
funciones.

a.  g(xy, xp) = cos(x; + x2) + sen x; + cos x,
b.  g(xy, x) =100(x7 — x2)* 4+ (1 — x1)?

c. glxy,x,x3) = xl2 + 2x§ +x§ —2X1Xy +2x; —2.5x, —x3+2
d.  g(xy, x2,x3) = x{ +2x3 +3x3 + 1.01
EJERCICIOS APLICADOS

El ejercicio 12 en la seccion 10.2 se preocupa por un experimento biolégico para determinar la tempe-
ratura maxima del agua a la que varias especies de hidra pueden sobrevivir sin acortar su expectativa de
vida. En ese ejercicio, el método de Newton se usé para encontrar los valores de a, b y ¢ para minimizar

4

Z Iy — 4
yiny; (x: — b

i=1

2
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Los datos provistos se dan en la tabla

i ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4
v | 240 | 380 | 475 2160
Y| 318 | 315 [ 312 | 302

Use el método de descenso mds rdpido para aproximar a, b y ¢ dentro de 0.05.
7. Conforme las personan envejecen, tienden a preguntarse si vivirdn mds de lo que durard su dinero. La
siguiente tabla representa las posibilidades de que su dinero alcance hasta cierta edad.

80
99%

85
83.3%

90
61.2%

95
41.2%

75
100%

Xi
Yi

Los datos estdn basados en una cuota inversién anual promedio de 1.9%, retiro a los 65 afios, de-
voluciones de 6%, inflacion de 2.5% y retiros iniciales de 4% de la cartera, que incrementa de manera
anual con la inflacién. Suponga que los datos se pueden aproximar mediante una funcién y = bx“.

a. Use el método de descenso mds rdpido para encontrar a y b que minimiza g(a, b) = Z?:l [yi —
bx?]?.

b. Use el método dado en la seccién 1.8 en el que la ecuacién y = Inb + a In x adapta los datos a un
ajuste lineal.

c. (Cudl de las opciones a) o b) da el error mds pequefio £ = Ef;l [y — bx?]*?

d. ;Qué predicen las aproximaciones para los 100 afios?

EJERCICIOS TEORICOS

8. a. Muestre que el polinomio cuadritico
P(a) =g +ho+ hya(e —a)

interpola la funcion /4 definida en (10.18),
h@) = g (x¥ —aVex")),

eno = O,oczya3.
b. Muestre que se presenta un punto critico P en

R hy
oy = E (0{2 — h_3) .
PREGUNTAS DE ANALISIS

1. Las modificaciones en el método de descenso mds rapido han sugerido que la longitud de paso original
conduce a la conducta de convergencia lenta del método. Barzilai y Borwein fueron los primeros en
sugerir una longitud de paso nueva. Analice sus resultados.

2. El método de descenso mds rapido puede sucumbir a un gran error residual si el problema es vulnera-
ble al ruido, lo cual podria llevar a una solucién aproximada incorrecta para el sistema. El método de
descenso mds rapido modificado no es sensible a los problemas mal planteados. Analice porqué éste es
el caso.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 10.5

1. El sistema no lineal

filnx) =x —x3 420 =0, fo(x;,x)=2x+x—-6=0

tiene dos soluciones, (0.625204094, 2.179355825)" y (2.109511920, —1.334532188)". Use el método
de continuaciéon y el método de Euler con N = 2 para aproximar las soluciones donde

a. x(0) = (0,0) b. x(0)=(,1) c. x(0)=(@3,-2)
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10.

Repita el ejercicio 1 usando el método de Runge-Kutta de orden 4 con N = 1.
Use el método de continuacién y el método de Euler con N = 2 en los siguientes sistemas no lineales.

a.  4x? —20x, + lxg +8=0, b. sen(4mwxix;) —2xp —x; =0,
1 4o — 1 " )
—x1x3 +2x; — 5x, + 8 =0. (e™1 — e) + dex; —2ex; = 0.
2 4
1
C. 3x; — cos(xax3) — 3= 0, d. x24+x,—37=0,

xl—x§—5=0,

4x? — 625x2 +2x, — 1 =0,
X1 +x+x3—3=0.

1071—3_
3 =

Use el método de continuacion y el método de Runge-Kutta de orden 4 con N = 1 en los siguientes
sistemas no lineales usando x(0) = 0. ;Las respuestas aqui son comparables con el método de Newton
0 son aproximaciones iniciales adecuadas para el método de Newton?

e 12 + 20x3 + 0.

a. x(1—xp) +4x, =12, b. 5x7 —x2 =0,
(x1 —2)2 + 2x, — 3)> = 25. xy — 0.25(sen x| + cosx,) = 0.
Compare con 10.2(5¢). Compare con 10.2(5d).

c. 15x; + x22 —4x; = 13, d. 10x; — 2x22 +x, —2x3 —5 =0,

X7 4+ 10x; — x3 = 11. 8x7 +4x3 —9=0.
x% —25x3 = =22 8xx3+4=0
Compare con 10.2(6c). Compare con 10.2(6d).

Repita el ejercicio 4 usando las aproximaciones iniciales obtenidas de acuerdo con lo siguiente.

a. A partir de 10.2(3¢c) b. A partir de 10.2(3d)

c. A partir de 10.2(4¢c) d. A partir de 10.2(4d)

Use el método de continuacién y el método Runge-Kutta de orden 4 con N = 1 en el ejercicio 7 de la
seccién 10.2. ;Los resultados son tan buenos como los obtenidos ahi?

Repita el ejercicio 5 usando N = 2.

Repita el ejercicio 8 de la seccién 10.2 usando el método de continuacién y el método de Runge-Kutta
de orden4 con N = 1.

Repita el ejercicio 9 de la seccién 10.2 usando el método de continuacién y el método de Runge-Kutta
de orden 4 con N = 2.

EJERCICIOS APLICADOS

Al calcular la forma de una descarga de un vertedero de flujo por gravedad que minimizard el tiempo
de transito de las particulas granulares descargadas, C. Chiarella, W. Charlton y A.W. Roberts [CCR]
resolvieron las siguientes ecuaciones mediante el método de Newton:

sen6, seno,
i) L@, Oy) = —L (1= puwyyy) — (1—uw,) =0,paracadan=1,2,..., N —1.
Un+1 n
i) fv@,....00) = Ay >N tan6, — X =0, donde
a. v:=vl+2gnAy —2uAy > b paracadan =1,2,..., N,y
n 0 j=1 COSGJ" ) &y 5 5
1
b. w,=—Ayv, ZlN:l ——, paracadan=1,2,...,N.

v? cosd;’

La constante v es la velocidad inicial del material granular, X es la coordenada x del final del vertede-
ro, i es la fuerza de friccién, N es el nimero de segmentos del vertedero y g = 32.17 pies/segundo’
es la constante gravitacional. La variable 6; es el dngulo del i-ésimo segmento del vertedero a partir de la
vertical,como se muestraen la siguiente figura, y v; es la velocidad de particula en el i-ésimo segmento del
vertedero. Resuelva i) y ii) para 6 = (0, ...,0y) con u =0,X =2, Ay =0.2,N =20,y vo =0,
donde los valores para v, y w, se pueden obtener directamente a partir de a) y b). Itere hasta
[0 —*=D||, < 1072,



11.

12.

13.

14.
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0,0)

=V

Vit

Yo T - =777 77°
0

vy

La dindmica de poblacién de las tres especies rivales se puede describir mediante

3
dx; (1) — rix; (1) {] — Zaij-xj(t)}
i=1

dt

para cadai = 1, 2, 3, donde la poblacién de la i-ésima especie en el tiempo ¢ es x;(f). La velocidad de
crecimiento de la i-ésima especie es 7,y «;; mide el grado en el que la especie j afecta la velocidad
de crecimiento de la especie i. Suponga que las tres velocidades de crecimiento son iguales a r. Al
escalar el tiempo mediante el factor r podemos realizar efectivamente » = 1. También, asumimos que
la especie 2 afecta a la 1 de la misma manera en que la 3 afecta ala 2 y la 1 afecta a la 3. Por lo tanto,
oy = a3 = a31 que establecimos igual a « y, de igual forma, op; = @3, = a3 = . Las poblaciones
se pueden escalar de tal forma que todas las «;; = 1. Esto produce el sistema de ecuaciones diferenciales

x (1) = x; (1) [1 = x1 (1) — axy (1) — Bxs(1)]
x5 (1) = x2(0) [1 = xa(1) — By (1) — ax3 (1)
x5(1) = x3(0) [1 — x3(1) — axi (1) — Bxa(1)].

Sia =05y B = 0.25, encuentre una solucién estable (x;(t) = x;(tr) = x3(r) = 0) en
el conjunto {(x;, x2,x3)| 0 < x;(f) <1, 0.25 < x2(t) <1, 0.25 < x3(t) < 1} usando el método de
Broyden.

EJERCICIOS TEORICOS

Muestre que el método de continuacién y el método de Euler con N = 1 dan el mismo resultado que el
método de Newton para la primera iteracién; es decir, con x(0) = x©, también obtenemos x(1) = xV,
Muestre que la homotopia

G, x) = F(x) — e " F(x(0))

usada en el método de continuacién con el método de Euler y 2 = 1 también duplica el método de

Newton para cualquier x©; es decir, con x(0) = x, tenemos x(1) = x.

Sea que el método de continuacion con el método Runge-Kutta de orden 4 se abrevien como CMRK4.

Después de completar los ejercicios 4, 5, 6,7, 8 y 9, responda las siguientes preguntas.

a. (CMRK4 es comparable con N = 1 para el método de Newton? Respalde su pregunta con los
resultados de ejercicios anteriores.

b. (CMRK4 con N = 1 se deberfa usar como un medio para obtener una aproximacion inicial para
el método de Newton? Respalde su respuesta con los resultados de ejercicios anteriores.

c. Repita la parte a) para CMRK4 con N = 2.

d. Repita la parte b) para CMRK4 con N = 2.

PREGUNTAS DE ANALISIS

Proporcione una descripcion general del método GMRES. ;Cémo difiere de los métodos iterativos
descritos en este capitulo?



Conjunto de ejercicios

El texto menciona que el método de continuacién se puede usar como método independiente y no re-
quiere un punto inicial particularmente bueno. ;Cémo se puede usar este método junto con el método
de Newton para obtener una mejor aproximacion para el conjunto de solucién?
El texto menciona que el método de continuacién se puede usar como método independiente y no re-
quiere un punto inicial particularmente bueno. ;Como se puede usar este método junto con el método
de Broyden para obtener una mejor aproximacion para el conjunto de solucién?

PREGUNTAS DE ANALISIS (FINAL DEL CAPITULO)

1. El paquete Hompack en netlib resuelve un sistema de ecuaciones no lineales al usar
varios métodos de homotopia. Analice uno de estos métodos.

2. El método Levenberg-Marquardt es un promedio ponderado del método de Newton
y el método de descenso mds rapido. Analice con mds detalle cémo es posible obte-
ner el peso ponderado y comente la velocidad de convergencia.

CONCEPTOS CLAVE

Continuidad Funciones coordenadas Meétodos de continuacién
Derivada direccional Matriz jacobiana Métodos de homotopia
Descenso mds rdpido Método de Broyden Punto fijo

Férmula Sherman-Morrison ~ Método de Newton

Funcién gradiente Meétodos cuasi-Newton

REVISION DEL CAPITULO

En este capitulo consideramos las soluciones aproximadas para los sistemas no lineales

Sfilxi, x2, ..., x,) =0,

Srlxr, xa, ..., x,) =0,

Ja(x1, x2, ..., x,) =0.

(©)
1

P . . . C e .. 0
el método de Newton para sistemas requiere una buena aproximacién inicial (x ,xé ),

, x©)"y genera una sucesién
x® — x&=1 _ J(X(kfl))le(X(kfl))’

la cual converge ripidamente a una solucién x si p©) es suficientemente cercana a p. Sin
embargo, el método de Newton requiere evaluar, o aproximar, n* derivadas parciales y resol-
ver un sistema lineal n X n en cada paso. Resolver el sistema lineal requiere O(n°) célculos.

El método de Broyden reduce la cantidad de cdlculos en cada paso sin degradar signifi-
cativamente la velocidad de convergencia. Esta técnica reemplaza la matriz jacobiana J con
una matriz A;_; cuya inversa estd directamente determinada en cada paso. Esto reduce los
cdlculos aritméticos de O(r°) a O(n?). Ademds, las tnicas evaluaciones de funcién escalar
requeridas son la evaluacién de f;, lo cual ahorra n* funciones escalares por paso. El método
de Broyden también requiere una buena aproximacion inicial.

El método de descenso mds rdpido se presentd como una manera de obtener buenas
aproximaciones iniciales para los métodos de Newton y Broyden. Aunque el descenso mas
rdpido no provee una sucesién que converja rapidamente, no requiere una buena aproxima-
cion inicial. EI método de descenso mas rdpido aproxima un minimo de una funcién multi-
variable g. Para nuestra aplicacion seleccionamos

n

g(-xl’-xz"" vxn) = Z[ﬁ(xlv-XZv ’-xn)]z'

i=1
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El valor minimo de g es 0, que se presenta cuando las funciones f; son simultdneamente 0.

Los métodos de homotopia y continuacién también se usan para los sistemas no lineales
y son el tema de la investigacion actual (consulte [AG]). En estos métodos, un problema
dado

Fix)=0

estd inserto en una familia de problemas de un pardmetro que usan un pardmetro A que asu-
me los valores en [0, 1]. El problema original corresponde a A = 1,y un problema con una
solucién conocida corresponde a A = 0. Por ejemplo, el conjunto de problemas

G, x) =AFx) + (1 —A)Fx) —F(x¢)) =0, para0<x <1,

con xo € R” fija forma una homotopia. Cuando A = 0, la solucién es x(A = 0) = x,. La
solucién para el problema original corresponde a x(A = 1).

Un método de continuacion intenta determinar x(A = 1) al resolver la sucesién de pro-
blemas correspondientes a Ag =0 < A} < A» < --- < A, = 1. La aproximacién inicial a
la solucién de

AiF(x) + (1 —4)(F(x) — F(x9)) =0

seria la solucién, x(A = X;_;), para el problema
Aol F(X) + (1 — 2D F ) — F(xg)) =0.

Un tratamiento exhaustivo de los métodos para resolver sistemas no lineales de ecua-
ciones se puede encontrar en Ortega y Rheinbolt [OR] y en Dennis y Schnabel [DenS]. De-
sarrollos recientes sobre métodos iterativos se pueden encontrar en Argyros y Szidarovszky
[AS] e informacion sobre el uso de los métodos de continuacion esta disponible en Allgower
y Georg [AG].



