Capitulo 6

CONJUNTO DE EJERCICIOS 6.1

1.

Para cada uno de los siguientes sistemas lineales obtenga, de ser posible, una soluciéon con métodos
gréficos. Explique los resultados desde un punto de vista geométrico.
a. x;+2x, =3, b. X1+ 2x, = 3, C. X1 +2x =0, d. 2x 4+ x,=-1,

X1 — x,=0. 2x; +4x, = 6. 2x; +4x, = 0. Ax) + 2xy = =2,

X1 —3)62 =5.

Para cada uno de los siguientes sistemas lineales, obtenga, de ser posible, una solucién con métodos
grificos. Explique los resultados desde un punto de vista geométrico.

—

a. x;+2x,=0, b. X1+2x =3, ¢ 2x+ x=-1,d. 2x14+ x2+x3=

X1 — x,=0. —2x; — 4x, = 6. X1+ x=2, 2x1 +4x; — x3 =

I
|
—

x; —3x, =5.

Utilice la eliminacién gaussiana con sustitucion hacia atrds y aritmética de redondeo de dos digitos
para resolver los siguientes sistemas lineales. No reordene las ecuaciones. (La solucién exacta para
cada sistemaes x; = 1, x, = —1, x3 = 3.).

a. 4x; — x+ x3=28, b. 4x;+ x, +2x3=09,
2X) 4+ 5x, +2x3 =3, 2x; +4x, — x3 = -5,
X1+2X2+4X3:11. X + X2—3X3:—9.

Utilice la eliminacién gaussiana con sustitucion hacia atrds y aritmética de redondeo de dos digitos
para resolver los siguientes sistemas lineales. No reordene las ecuaciones. (La solucién exacta para
cada sistemaes x; = —1,x, = 1,x3 = 3.)

a. —X1+4XZ+ X3=8, b. 4X1+2X2— X3=—5,
§x1—|—§x2+%x3=1, %x1+éxz—%X3=—l,
2x1 + x4+ 4x3 = 11. X1+ 4x; + 2x3 = 9.

Utilice el algoritmo de eliminacién gaussiana para resolver, de ser posible, los siguientes sistemas
lineales, y determine si se necesitan intercambios de fila:

a. X;— X2+ 3x3 =2, b. 2x; —1.5x +3x =1,
3x1 — 3%+ x3=-—1, —X + 2x3 = 3,
X1+ x = 3. dx; —4.5x) + 5x3 = 1.
c. 2x =3, d. X1+ X, + x4 =2,
x; + 1.5x, =45, 2X1 4+ x — x3+ x4=1,
— 3x, 4+ 0.5x;3 = —6.6, dx; — xy —2x3 +2x4 =0,
2x1 — 2x 4+ x3+ x4 =0.8. 3x; —xp — x3+ 2x4 = —3.

Utilice el algoritmo de eliminacién gaussiana para resolver, de ser posible, los siguientes sistemas
lineales, y determine si se necesitan intercambios de fila:

a. Xy — 2)(,'3 =4, b. X1 — %Xz + x3 =4,
X1—Xxp + X3=6, 2)(1— Xy — X3 +X4=5,
X1 — X3 = 2. X+ X2+%X3 = 2,

1
x1—§x2+X3+x4=5.
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10.

11.

+ x4 =2,
2x14+ X2 — x3+ x3=1,
—X1+2X2+3X3— X4:4»

3x1 — Xo — X3+ 2x4 = —3.

C. 2X1 —Xo+X3—X4 = 6, d. X+ x2
Xo—X3+X4 =5,
X4 =135,

X3—Xyg4 = 3.

Use el algoritmo 6.1 y la aritmética computacional de precision tinica para resolver los siguientes sis-
temas lineales.

3.333x; + 15920x;, — 10.333x; = 15913,
2.222x; 4+ 16.71x; + 9.612x; = 28.544,
1.5611x; + 5.1791x, + 1.6852x; = 8.4254.

1 1 1

a. ZX] + ng + 6X3 = 9, b.
1 1 1
E.X] + sz + §x3 = 8,

%xl + x+ 2)(3 =8.

C. X1 + %XZ + %X3 + Al—‘X4= d. 2x1+ X — X3+ x4 —3x5=7,

1

3
%X1+%X2+iX3+%X4=%, X1 +2x3 — x4+ x5 =2,
%x1+}¢xz+%X3+éx4:%, —2xy — X3+ x4 — x5s=-5,
X+ in 4 st i =y. 3x1+ x; —4xs + 5x5 =6,
X|— Xo— X3 — X4+ .X5=3.

Use el algoritmo 6.1 y aritmética computacional de precision tnica para resolver los siguientes siste-
mas lineales.

1 1 1
a. E)C] + sz — §X3 = O, b.

1 1 1
3X1 = X2 + X3 = 1,

1 1 1.
7X1+ 53X + X = 2.

2.71x; + xo 4+ 1032x3 = 12,
4.12x; — x4+ 500x3 = 11.49,
3.33x; +2x, — 200x3 = 41.

C. nx,—{—\/ixz— x3+  x3=0, d. X1+ Xo— X34+ x4— x5 =2,
ex;— X+ x4+ 2x=1, 2x1+ 20+ 35— x4+ xs=4,
X1+ x—Bx+ x=2, 3x;1+ x —3x3 — 2x4 + 3x5 =8,
—xi— X+ x3—+/5x=3. 4x1 + xp — x3+4x4 — Sx5 =16,
16x; — x4+ x3— x4 — x5 =32.
Dado el sistema lineal
2x; — 6ax, = 3,
3ax; — X, = %

a. Encuentre el valor(es) de « para los que el sistema no tiene soluciones.

b. Encuentre el valor(es) de « para los que el sistema tiene un nimero infinito de soluciones.
c.  Suponga que existe una tinica solucion para una « determinada, encuentre la solucién.
Dado el sistema lineal

x| — Xp+oxz=-2,
—X| + 2x) —ax; =3,

ax; + xo+ x3=2.

a. Encuentre el valor(es) de « para los que el sistema no tiene soluciones.
Encuentre el valor(es) de « para los que el sistema tiene un nimero infinito de soluciones.
c. Suponga que existe una dnica solucién para una « determinada, encuentre la solucién.

EJERCICIOS APLICADOS

Suponga que en un sistema biolégico existen n especies de animales y m fuentes de alimento. Si x;
representa la poblacion de las j-ésimas especies, para cada j = 1, ..., n; b; representa el suministro



12.

13.
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diario disponible del i-ésimo alimento y a;; representa la cantidad del i-ésimo alimento consumido en
promedio por un miembro de las j-ésima especie. El sistema lineal

anxy + apxy + -+ apx, = by,
anxy + apx; + -+ ayx, = by,
A1 X1+ ApaXy + -+ App Xy = bm
representa un equilibrio donde existe un suministro diario de alimento para cumplir con precisién con

el promedio diario de consumo de cada especie.
a. Si

A=la;]=| 1

(=)
—_ N O

x = (x;) = [1000, 500, 350, 400],y b = (b;) = [3500, 2700, 900]. ;Existe suficiente alimento
para satisfacer el consumo promedio diario?

b. (Cual es el nimero maximo de animales de cada especie que se podria agregar de forma indivi-
dual al sistema con el suministro de alimento que cumpla con el consumo?

c. Silaespecie 1 se extingue, ;qué cantidad de incremento individual de las especies restantes se
podria soportar?

d. Si la especie 2 se extingue, ;qué cantidad de incremento individual de las especies restantes
se podria soportar?

La ecuacién integral de Fredholm de segunda clase es una ecuacién de la forma

b
M(X)Zf(x)+/ K (x,t)u() dt,

donde a y b y las funciones fy K estdn dadas. Para aproximar la funcién u en el intervalo [a, b], se
selecciona una particiéon xo = a < x; < -+ < X1 < X, = by las ecuaciones

b
ulx;) = f(x,-)+/ K(x;,t)u(t)dt, paracadai =0,...,m,

se resuelven para u(xo), u(xy), ..., u(x,). Las integrales se aproximan mediante férmulas de cuadra-
turaconbaseenlosnodos xo, . . ., x,,. Ennuestroproblema,a = 0,b = 1, f(x) = x%,y K (x, t) = "I,
a.  Muestre que el sistema lineal

1
u(0) = f(0) + 1K . 0Ou0) + KO, Du()],

1
u() = f(1)+ SIKA, 0Ou©) + K1, Du()]

se resuelve cuando se utiliza la regla de trapecio.
Formule y resuelva el sistema lineal que resulta cuando se utiliza la regla de trapecio con n = 4.
c. Repita la parte (b) mediante la regla compuesta Simpson.

EJERCICIOS TEORICOS

Muestre que las operaciones

a. (ME) — (E) b. (E; +AEj) — (E) c. (E) < (E)

no cambian la solucién establecida de un sistema lineal.
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14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

Método Gauss-Jordan: Este método se describe de acuerdo con lo siguiente. Utilice la i-ésima ecua-

cién para eliminar x; no sélo a partir de las ecuaciones E; 1, E;42, ..., E,, como con el método de
eliminacion gaussiana, sino también a partir de E;, E,, ..., E;_;. Al reducir [A, b] a
(1 . (1
ap; o - 0 N
@ . : O
0 ay : . T Ay
: . 0 : :
.. my L0
0 0 an’; ) : an.)H»l

la solucion se obtiene al establecer

(i)

i,n+1
N

ii

a

P =

para cadai = 1,2,...,n. Este procedimiento elude la sustitucién hacia atrds en la eliminacién
gaussiana. Construya un algoritmo para el procedimiento Gauss-Jordan a partir del algoritmo 6.1.
Use el método Gauss-Jordan y aritmética de redondeo de dos digitos para resolver los sistemas en el
ejercicio 3.

Repita el ejercicio 7 con el método Gauss-Jordan.

a. Muestre que el método Gauss-Jordan requiere

3
> +n? - multiplicaciones/divisiones

[N

3

0
2

sumas/restas.

NS

b. Haga una tabla en la que compare las operaciones requeridas para los métodos Gauss-Jordan y de
eliminacion gaussiana para n = 3, 10, 50, 100. ;Qué método requiere menos cdlculos?

Considere el siguiente método hibrido Gauss-Jordan-eliminacién-gaussiana para resolver el siste-
ma (6.4). Primero, aplique la técnica de eliminacién gaussiana para reducir el sistema a una forma
triangular. A continuacién, utilice la enésima ecuacién para eliminar los coeficientes de x, en cada una
de las primeras n — 1 filas. Después de completar esto utilice la (n — 1)-ésima ecuacién para eliminar
los coeficientes x, 1 en las primeras n — 2 columnas y asi sucesivamente. Al final, el sistema aparecerd
como el sistema reducido en el ejercicio 12.

a. Muestre que este método requiere

n 3, 5 e s
— + —n" — —n  multiplicaciones/divisiones
32 6
y
o5
— + — — —n sumas/restas.
3 2 6

b. Haga una tabla en la que compare las operaciones requeridas para los métodos Gauss-Jordan, de
eliminacion gaussiana e hibrido para n = 3, 10, 50, 100.

Use el método hibrido descrito en el ejercicio 16 y aritmética de redondeo de dos digitos para resolver

los sistemas en el ejercicio 3.

Repita el ejercicio 7 con el método descrito en el ejercicio 16.

PREGUNTAS DE ANALISIS

Una técnica similar a la eliminacién gaussiana aparecié por primera vez en “Nine Chapters on the
Mathematical Art” (“Nueve capitulos sobre el arte matemadtico”). Lea el articulo corto “Jiu Zhang Suan
Shu and the Gauss Algorithm for Linear Equations™ (Jiu Zhang Suan Shu y el algoritmo Gauss para
ecuaciones lineales) de Ya-xiang Yuan que puede encontrar en http://www.math.uiuc.edu/documenta/
vol-ismp/10 yuan-yaxiang.pdf. Compare la técnica con la que se presenta en este capitulo.
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A principios de 1700, Newton desarrollé un método similar a la eliminacién gaussiana. Compare ese
método con el que se presenta en este capitulo.

Los pasos 5 y 6 del algoritmo de eliminacién gaussiana requiere @ +n?— 5 multiplicaciones y divi-
siones y % + % - %" sumas y restas para reducir un sistema completo en el punto en el que se puede
utilizar sustitucion hacia atrds. Considere el siguiente sistema.

X1 +2.X2 = 4,
2)61 =+ X2 +3.Xg 55
3)63 +x4 —1.

(Cudntas operaciones se requieren para reducir el sistema unido por debajo de ese mismo punto?

El texto describe las tres operaciones utilizadas para crear una secuencia de sistemas lineales equi-
valentes con la misma solucién que el sistema original y cada uno resuelto con mayor facilidad que
el ultimo. ;Cémo afecta esta sucesion de sistemas el costo de encontrar la solucién? ;Se forma error
generado con cada sucesion?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 6.2

1.

PRI EW

Encuentre intercambios de fila requeridos para resolver los siguientes sistemas lineales mediante el
algoritmo 6.1.

a. X =50+ x=17, b. xi+x— x=1,
10x; + 20x3 = 6, X1+ x+4x3 =2,
5x; — x3=4. 2x1 — X + 2x3 = 3.
c. 2x1 — 3x, +2x3 =5, d. Xy 4+ x3 =6,
—4x; + 2x, — 6x3 = 14, X1 —2x, —x3 =4,
2x1 + 2x, + 4x3 = 8. X — Xo+x3=>5.

Encuentre intercambios de fila requeridos para resolver los siguientes sistemas lineales mediante
el algoritmo 6.1.

a. 13x;+17x+ x3=35, b. x1+ x—x3=0,
Xo 4+ 19x3 =1, 12x7 — x3 =4,
12x —  x3=0. 2x1+ x4+ x3=>5.
c. Sxi+ xp—6x3=7, d. X]— Xp+x3=25,
214+ x— x3 =38, Tx; +5x, —x3 =8,
6x; + 12x, + x3 =09. 21+ xp+x3="17.

Repita el ejercicio 1 usando el algoritmo 6.2.

Repita el ejercicio 2 usando el algoritmo 6.2.

Repita el ejercicio 1 usando el algoritmo 6.3.

Repita el ejercicio 2 usando el algoritmo 6.3.

Repita el ejercicio 1 usando pivoteo completo.

Repita el ejercicio 2 usando pivoteo completo.

Utilice eliminacién gaussiana y aritmética de corte de tres digitos para resolver los siguientes sistemas
lineales y compare las aproximaciones con la solucidn real.

a. 0.03x; +58.9x, = 59.2, b. 3.03x; — 12.1x; + 14x3 = —119,
5.31x; — 6.10x, = 47.0. —3.03x; + 12.1x, — Tx3 = 120,
Solicion real [10, 1]. 6.11x; — 14.2x; + 21x3 = —139.

Solucién real [0, 10, 1].
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10.

11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.

24.

25.

c. 1.19x; + 2.11xo — 100x3 + x4 = 1.12,

14.2x; — 0.122x, + 12.2x3 — x4 = 3.44,

100x7 — 99.9x3 + x4 = 2.15,

15.3x; +0.110x, — 13.1x3 — x4 = 4.16.
Solucién real [0.176,0.0126, —0.0206, —1.18].

d.  7x — exs+2x3 — V3xs = V11,

w2x +  ex; — €*x;+ %x4 =0,

«/gxl—«/gxz—l— .X3—«/§X4=JT,
x4 —VIn+ bx=V2
Solucién real [0.788, —3.12,0.167, 4.55].

Utilice eliminacién gaussiana y aritmética de corte de tres digitos para resolver los siguientes sistemas
lineales y compare las aproximaciones con la solucién real.

a. 58.9x; 4+ 0.03x, = 59.2, b. 3.3330x; + 15920x, + 10.333x3 = 7953,
—6.10x; 4+ 5.31x, =47.0. 2.2220x; + 16.710x, + 9.6120x3 = 0.965,
Solucién real [1, 10]. —1.5611x; +5.1792x, — 1.6855x; = 2.714.

Solucién real [1, 0.5, —1].
C. 2.12x; — 2.12x, +51.3x3 + 100x4 = 7,
0.333x; — 0.333x, — 12.2x3 + 19.7x4 = /2,
6.19x; + 8.20x, — 1.00x3 — 2.01x4 =0,
—5.73x; + 6.12x, + X3 — x4 = —1.
Solucién real [0.0998, —0.0683, —0.0363, 0.0465].

d. 7Tx1+\/§x2— x3+ x4 =0,

exi— X+ x3+ 2xu=1,
X1+ Xz—\/gx,x-i— X4 =2,
—X1— X2+ Xx3— \/§x4 =3.

Solucion real [1.35, —4.68, —4.03, —1.66].

Repita el ejercicio 9 usando aritmética de redondeo de tres digitos.

Repita el ejercicio 10 usando aritmética de redondeo de tres digitos.

Repita el ejercicio 9 usando eliminacidn gaussiana con pivoteo parcial.

Repita el ejercicio 10 usando eliminacién gaussiana con pivoteo parcial.

Repita el ejercicio 9 usando eliminacién gaussiana con pivoteo parcial y aritmética de redondeo de tres
digitos.

Repita el ejercicio 10 usando eliminacion gaussiana con pivoteo parcial y aritmética de redondeo de
tres digitos.

Repita el ejercicio 9 usando eliminacién gaussiana con pivoteo parcial escalado.

Repita el ejercicio 10 usando eliminacién gaussiana con pivoteo parcial escalado.

Repita el ejercicio 9 usando eliminacién gaussiana con pivoteo parcial escalado y aritmética de redon-
deo de tres digitos.

Repita el ejercicio 10 usando eliminacién gaussiana con pivoteo parcial escalado y aritmética de redondeo
de tres digitos.

Repita el ejercicio 9 usando eliminacién con pivoteo completo.

Repita el ejercicio 10 usando eliminacién con pivoteo completo.

Repita el ejercicio 9 usando eliminacidn gaussiana con pivoteo completo y aritmética de redondeo de
tres digitos.

Repita el ejercicio 10 usando eliminacién gaussiana con pivoteo completo y aritmética de redondeo
de tres digitos.

EJERCICIOS APLICADOS

El siguiente circuito tiene cuatro resistores y dos fuentes de voltaje. Los resistores son Ry, Ry, R3y R4
ohms; las fuentes de voltaje son Ej y E; volts; y las corrientes son iy, ip y i3 amperes.
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R1 '2
2o
j— | %R:ﬁ

—/E2

VWAL
R4

a. Mediante las leyes de Kirchohoff, derive el sistema lineal

(Ri + Ry)ii + Ryis =E +E
(R1 + R4)i| + R3i3 = E;
il - iz - i3 =0.
b. Por medio de eliminaciéon gaussiana sin pivoteo, encuentre i, i € i3 cuando E; = 12 volts,

E, =10 volts, R; = 2 ohms, R, = 2 ohms, R; = 4 ohms, y R4 = 1 ohm.

c. Si las resistencias se cambian por R; = 0.001 ohms, R, = 3.333 ohms, R; = 4.002 ohms, y
R4 = 0.012 ohms, encuentre las corrientes i1, i € i3, mediante eliminacion gaussiana y aritmética
de corte de 3 digitos.

d. (El pivoteo parcial mejora la respuesta de la parte c)?

EJERCICIOS TEORICOS
Suponga que
2x1 +x +3x3 =1,
4x; + 6x, + 8x3 =5,
6x; + axy + 10x3 = 5,

con |a| < 10. ;Para cudles de los siguientes valores de a no habrd intercambio requerido al resolver
este sistema mediante pivoteo parcial escalado?

a. a=6 b. a=9 c. a=-3

PREGUNTAS DE ANALISIS

Construya un algoritmo para el procedimiento de pivoteo completo analizado en el texto.

Una estrategia nueva de pivoteo para eliminacion gaussiana se presento en el articulo “A New Pivoting
Strategy for Gaussian Elimination” (“Una nueva estrategia de pivoteo para eliminacion gaussiana”) de
Markus Olschowka. Analice la forma en la que esta estrategia se compara con las estrategias analiza-
das en este capitulo.

La estrategia de pivoteo de Rook fue introducida por Neal y Poole en “A Geometric Analysis of Gaus-
sian Elimination” (“Un andlisis geométrico de la eliminacién gaussiana”). Analice la forma en la que
esta estrategia se compara con las estrategias analizadas en este capitulo.

Compare y contraste las diferentes estrategias de pivoteo analizadas en la seccién 6.2 de su texto.
Puesto que la computadora utiliza aritmética de precision fija, es posible que este pequefio error se
introduzca cada vez que se realiza una operacién aritmética. Por lo tanto, el uso de una estrategia de
pivoteo trivial en eliminacién gaussiana puede llevar a un error significativo en la solucién de un sis-
tema de ecuaciones lineales. ;Este error se puede controlar?



Conjunto de ejercicios

CONJUNTO DE EJERCICIOS 6.3

1. Realice las siguientes multiplicaciones de matriz-vector:

2 1 3 2 -2 1
a. b.
| —4 3 -2 -4 4 1
(2 0 0 2 1 -2 4
c 3 -1 2 5 d. [4 0 1]] -2 3 1
L0 2 =3 1 4 1 0
2. Realice las siguientes multiplicaciones matriz-vector:
(3 0 1 3 2 1
a. b.
| 2 1 -2 6 4 —1
(2 1 0 2 3 -2 0
c. 1 -1 2 5 d. [2 =2 1] -2 3 1
L0 2 4 —1 0 1 =2
3. Realice las siguientes multiplicaciones matriz-matriz:
(2 -3 15 (2 -3 1 5 —4
a. b.
| 3 -1 2 0 | 3 —1 -3 2 0
2 -3 1 0o 1 -2 [ 2 2 1 =2
c. 4 3 0 1 0 -1 d. -2 3 0 -4 1
LS 2 —4 2 3 =2 L 2 -1 3 0 2
4. Realice las siguientes multiplicaciones matriz-matriz:
[ -2 3 2 =5 -1 3 2 -2 3
a. b.
0 3 -5 2 | -2 4 -3 2 2
2 -3 =2 2 -3 4 3 -1 0 -1 2
c -3 4 1 -3 4 -1 |d. 2 -2 3 4 -1
| —2 —4 4 -1 =2 | —2 4 3 =5

5. Determine cudles de las siguientes matrices son no singulares y calcule la inversa de esas matrices:

4 2 6 1 2 0
a. 30 7 b. 2 1 -1
2 -1 -3 311
11 =1 1 4 0 0 0
1 2 —4 -2 q 6 7 0 0
¢ 21 1 5 : 9 11 1 0
1 0 —2 —4 5 4 1 1

6. Determine cudles de las siguientes matrices son no singulares y calcule la inversa de esas matrices:

12 -1 4 0 0

a. 01 2 b. 0 0 0
-1 43 0 0 3
1 2 3 4 (2 0 1 2
2 01 -1 1 4 1 1.0 2

¢ 3 2 0 1 : 2 -1 3 1
05 26 3 -1 4 3
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Dados los sistemas lineales 4 X 4 que tienen la misma matriz de coeficientes:

X1 — Xp +2X3— X4 = 6,

X1 —)C2+2X3— X4 = 1,

X1 — X3+ x4 =4, X1 — X3+ x4 = 1,
2x1 + xp + 3x3—4xy = =2, 2x1 4 xp + 3x3—4x4 = 2,
— X+ XxX3— x4 =215; — X+ x3— x4 =—1.

a. Resuelva los sistemas lineales al aplicar la eliminacién gaussiana a la matriz aumentada
I -1 2 -1 : 6 1
1 0 -1 1 - 4 1
2 1 3 -4 1 =2 2
0 -1 I -1 5 -1
b. Resuelva los sistemas lineales al encontrar y multiplicar por la inversa de
1 -1 2 -1
1 0 -1 1
A= 2 1 3 —4
0 -1 I -1
c.  (Qué método requiere mds operaciones?

Considere los cuatro sistemas lineales 3 X 3 que tienen la misma matriz de coeficientes:

2x1 —3x, + x3 =2,
X1+ xo— x3=-—1,

—X1+ x —3x3=0;

2x1 —3x, + x3 =0,

2x1 —3x, + x3 =06,
X1+ x— x3=4,

—X1+ x, —3x3=5;

2x1 —3x + x3=-—1,

=1, X1+ x— x3=0,

-3

X+ X2— X3

—X1+ X, —3x3 = —X; + x» —3x3=0.

a. Resuelva los sistemas lineales al aplicar la eliminacién gaussiana a la matriz aumentada.

2 =3 1 2 6 0 -1
1 1 -1 -1 4 1 0
-1 1 -3 0 5 -3 0

b. Resuelva los sistemas lineales al encontrar y multiplicar por la inversa de

2 =3 1
A= 1 1 -1
-1 1 -3

c.  (Qué método requiere mds operaciones?
A menudo es util dividir las matrices en una coleccién de submatrices. Por ejemplo, las matrices

1 2 -1 2 -1 7 0
A=1|3 -4 -3 y B= 3 4
6 5 0 -2 1 =3 1
se pueden dividir en
1 2 -1 . 2 -1 7 0
R I I L 30 4 5 |- |BuiBe
.6. e .é. .: . .(.). Az[ : A22 ._..2’ ..... 1. .. ._.é ..... i. B21 Bzz

a. Muestre que el producto de Ay B en este caso es

Agz[

...................................

Ay By + A By A B+ ApBy
Az By + Ay By Ay By + Ap By
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11.

Si B se dividiera en

(el resultado en la parte a) se mantendria?
¢. Realice una conjetura respecto a las condiciones necesarias para el resultado en la parte a) para
mantener el caso general.

EJERCICIOS APLICADOS

El estudio de cadenas alimenticias es un tema importante para determinar la distribucién y acumula-
cion de contaminantes ambientales en la materia viva. Suponga que una cadena de alimentos tiene tres
vinculos. El primero consiste en vegetacion de tipo vy, vy, ... , v,, que provee requisitos alimenticios
para los herbivoros de las especies hy, hy, ... , h, en el segundo vinculo. El tercer vinculo consiste
en los animales carnivoros ci, ¢y, ... , ¢, que dependen enteramente de los herbivoros en el segundo
vinculo para su suministro de comida. La entrada a;; de la matriz

app dip - Aip

az dxp - Ao
A=

anl ap2 o Anm

representa el niimero total de plantas tipo v; consumidas por los herbivoros en las especies h;, mientras
b,:/' en

bll blZ blk

b21 b22 b2k
B =

bml me e bmk

describe el niimero de herbivoros en las especies ; que son devorados por los animales de tipo c;.

a.  Muestre que el nimero de plantas tipo v; que al final terminaron en los animales de especies c; estd
determinado por la entrada en la i-ésima fila y la j-ésima columna de la matriz AB.

b. (Qué importancia fisica estd relacionada con las matrices A~', B!, y (AB)~! = B='A~1?

En un articulo titulado “Population Waves” (“Ondas de poblacién’) Bernadelli [Ber] (también consulte

[Se]) realiza la hipétesis de que un tipo de escarabajo simplificado tiene un periodo de vida natural de

tres afios. Las hembras de esta especie tienen una tasa de supervivencia de % en el primer afio de vida,

una de % del segundo al tercer afio y procrea un promedio de seis hembras nuevas antes de expirar al

final del tercer afio. Se puede utilizar una matriz para mostrar la contribucién de una sola hembra, en un

sentido probabilistico, a la poblacién de hembras de la especie al permitir que a; en la matriz A = [a;;]

denote la contribucién que un solo escarabajo de edad j realizarfa a la poblacién de hembras de edad i

el afio siguiente; es decir,

0 0 6
A=1| 3 0 0
0 L0

a. Porlo tanto, la contribucién de un escarabajo femenino para la poblacion de dos afios se determina
a partir de las entradas de A2, de tres afos a partir de A*, y asf sucesivamente. Construya A2y A3,
e intente realizar una declaracion general sobre la contribucién de un escarabajo hembra para la
poblacién en rn afios tiempo para cualquier valor entero positivo de n.

b. Utilice sus conclusiones a partir de a) para describir lo que pasard en los afios futuros a una pobla-
cién de estos escarabajos que consiste inicialmente en 6000 escarabajos hembra en cada uno de
los tres grupos de edad.

c. Construya A~y describa su importancia respecto a la poblacion de estas especies.
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Capitulo 6

EJERCICIOS TEORICOS

Pruebe las siguientes declaraciones o proporcione contraejemplos para mostrar que no son verdaderas.
a. El producto de dos matrices simétricas es simétrico.

b. Lainversa de una matriz simétrica no singular es una matriz simétrica no singular.

¢. SiAy Bson matrices n X n, entonces (AB)" = A'B'.

Las siguientes declaraciones son necesarias para probar el teorema 6.12.

Muestre que si A~ existe, es tinica.
Muestre que si A es no singular, entonces (A~!)~! = A.
Muestre que si A y B son matrices n X n no singulares, entonces (AB)~! = B~'A~L.

Muestre que el producto de dos matrices triangulares inferiores n X n es triangular inferior.
Muestre que el producto de dos matrices triangulares superiores n X n es triangular superior.
Muestre que la inversa de una matriz triangular inferior no singular n X n es triangular inferior.
En la seccion 3.6 encontramos que la forma paramétrica (x(¢), y(¢)) de los polinomios ctbicos de
Hermite (x(0), y(0)) = (xo, ¥0) y (x(1), ¥(1)) = (x1, y1) con puntos indicadores (xo + ag, Yo + Bo) ¥
(x1 — ay, y1 — B1), respectivamente, estan dados por

pEFPOTP

x(t) = Q2(xg — x1) + (o + 1) 2 4+ B(x; — x0) — a1 — 200) 12 + atpt + X

y(6) = Qo —y) + Bo+ B+ B — y0) — Bi —2B0) > + Pot + Yo.

Los polinomios cibicos de Bézier tienen la forma

%(t) = 2xo — x1) +3(t + 1)) ¥ + (B(x1 — x0) — 3(etr + 200)) 17 + et + xg

() = Q0o — y) + 3B+ B> + B — o) — 3(Bi + 2B0) 1 + 3Bot + Y.

a. Muestre que la matriz

7 4 4 0
6 -3 -6 0
A= 0 0 3 0
0 0 0 1

transforma los coeficientes del polinomio de Hermite en los coeficientes del polinomio de Bézier.
b. Determine una matriz B que transforme los coeficientes del polinomio de Bézier en coeficientes
del polinomio de Hermite.
Suponga que m sistemas lineales

Ax(p)zb(P)’ p=12,...,m,

se resuelven, cada uno con la matriz de coeficientes n X n A.
a.  Muestre que la eliminacién gaussiana con sustitucion hacia atrds aplicada a la matriz aumentada

[ A: bDOp@...pm ]

requiere
1, , 1 S o
gn +mn” — gn multiplicaciones/divisiones
y
L + mn® L + ! /rest
—n” +mn° — —n°~ —mn + —n sumas/restas.
3 2 6
b. Muestre que el método Gauss-Jordan (consulte el ejercicio 14, seccién 6.1) aplicado a la matriz
aumentada
[ A: bDOp®...pm ]
requiere

1 1
§n3 +mn® — En multiplicaciones/divisiones
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e.

1 1
5n3 +(m—Dn*+ (5 - m) n  sumas/restas.

Para el caso especial

-0 T
b» = 0
1 | < p-ésimafila,
L O
paracada p = 1,...,m, con m = n,la solucién x'” es la p-ésima columna de A~!. Muestre
que la eliminacion gaussiana con sustitucion hacia atrds requiere

4 1
§n3 — gn multiplicaciones/divisiones

45 3,1 et
—n — —n —n sumas/restas
32 6

para esta aplicacioén y que el método Gauss-Jordan requiere

3 1
En3 - En multiplicaciones/divisiones

3 1
“n® —2n* + —n  sumas/restas.
2 2

Construya un algoritmo usando la eliminacién gaussiana para encontrar A~!, pero no haga multi-
plicaciones cuando se sepa que uno de los multiplicadores es 1 y no realice sumas/restas cuando
uno de los elementos implicados sea 0. Muestre que los célculos requeridos se reducen a n’ mul-
tiplicaciones/divisiones y n® — 2n% + n sumas/restas.

Muestre que resolver el sistema lineal Ax = b, cuando se conoce A~ sigue requiriendo n*> multi-
plicaciones/divisiones y n*> — 1 sumas/restas.

Muestre que resolver m sistemas lineales Ax”) = b"” parap = 1,2,...,m, por el método
xP) = A~'p® requiere mn* multiplicaciones y m(n> — n) sumas si se conoce A~".

Sea A una matriz n X n. Compare el nimero de operaciones requeridas para resolver n sistemas
lineales relacionados con A mediante eliminacion gaussiana con sustitucion hacia atrds y al inver-
tir primero A y después, multiplicar Ax = b por A~!, para n = 3, 10, 50 y 100. ;En algtin punto
es ventajoso calcular A~! para resolver sistemas lineales?

Utilice el algoritmo desarrollado en el ejercicio 16d) para encontrar las inversas de las matrices no
singulares en el ejercicio 5.
Considere el sistema lineal 2 X 2 (A+4iB)(x+iy) = c¢+id con entradas complejas en forma de com-

ponente:
(an +ibi)(x) +iy1) + (a2 +ibp)(x2 +iy,) = ¢ +idy,
(@21 + iba1) (x1 +iy1) + (a2 + ibn) (x2 +iy2) = ¢2 + ids.
a. Utilice las propiedades de los nimeros complejos para convertir este sistema al sistema lineal real

equivalente 4 X 4
Ax — By =c¢,
Bx+ Ay =d.



b. Resuelva el sistema lineal
(I =20)(xy +iy) + B +20)(xa +iy2) =5+ 2i,
Q4+ +iy)+ @ +3)(x2 +iy) =4 —1.

PREGUNTAS DE ANALISIS

Capitulo 6

(La declaracion “todas las matrices diagonales son cuadradas” es verdadera o falsa? ;Por qué si o por

qué no?
( Todas las matrices cuadradas tienen una inversa? ;Por qué si o por qué no?

(Una alteracién muy pequefia en una matriz cuadrada singular puede crear una matriz no singular?

(Por qué si o por qué no?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 6.4

1.

=

Utilice la definicidn 6.15 para calcular los determinantes de las siguientes matrices:

1 2 4 0 1
a 2 1 -1 b. 21 0
31 2 2 3

11 -1 1 2 0 1 2

1 2 —4 -2 d 1 10 2

¢ 21 1 5 : 2 1 3 1

| -1 0 —2 —4 3 -1 4 3

Utilice la definicién 6.15 para calcular los determinantes de las siguientes matrices:

4 2 6 2 2 1
a. | -1 0 4 b. |3 4 -1
217 130
11 2 1 [ 1 2 3 4
. 2 -1 20 d 2 1 -1 1
' 3004 1 1 =32 01
-1 5 23 05 26

Repita el ejercicio 1 usando el método del ejemplo 2.
Repita el ejercicio 2 usando el método del ejemplo 2.
Encuentre los valores de « que hacen que la siguiente matriz sea singular.

1 -1 o
A=1| 2 2 1
0 o —%

Encuentre los valores de « que hacen que la siguiente matriz sea singular.

1 2 -1
A= 1 « 1
2 o -1

Encuentre los valores de « de tal forma que el siguiente sistema lineal no tenga soluciones.

2X1 — X2+3X3 = 5,
4x1 + 2)C2 + 2X3 = 6,
—2x1 + ax; + 3x; = 4.

Encuentre los valores de « de tal forma que el siguiente sistema lineal tenga un niimero infinito de

soluciones.
2x1 — X, +3x3 =35,

dx; + 2xy +2x3 =6,
—2x1 +ax; +3x3 = 1.
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EJERCICIOS APLICADOS

La matriz de rotacion

R — cosf —senb
7| sen6  cosé

aplicada al vector x = N
X2

tiene el efecto geométrico de rotar x en el sentido contrario a las manecillas del reloj, un dngulo de 6
radianes.

a.

d.

Seay = Ryx. Verifique que y es X rotado por 6. [Sugerencia: Utilice la relacién x; + ix, = re',
donde r = \/x} +x?ya = tan*‘(j_—f). Muestre que y = y; + iy, = re' @9 ]

Encuentre R; ' de dos formas diferentes [Sugerencia: Considere una rotacién en la direccién de
las manecillas del reloj.]

1 - ) :
Sean x = 5 Y 6 = %. Encuentre la rotacion de x dada por un dngulo 6 tanto en el sentido

de las manecillas del reloj como en sentido contrario al utilizar Ry y R; .
Encuentre el determinante tanto de Ry como de R, .

La matriz de rotacién para una rotacién en 3 dimensiones, en sentido contrario a las manecillas del
reloj, por un dngulo 6 sobre el vector u estd determinada por

ut(1 —cos) +cos® wujus(l —cosf) —uzsend wujuz(1 —cosB) + uysen 6

Ryyg = | ujus(l —cosf)+ uzsend u%(l—cos9)+c0s0 uru3(l —cosf) —u;senf |,

b.
c.
d.

uiuz(1 —cos@) —ursen6 wuruz(1 —cosf) + uj sen o u%(l —cosf) +cosb

donde u = (uy, us, us)", \/m: 1.

&
ot
5

6
6 *

6

Rote el vector x = (1,2, 3)7 alrededor del vector u = ( . %

sentido contrario a las manecillas del reloj.
Encuentre la matriz para “deshacer” la rotacion en la parte a).

2 b3
) con un dngulo de 3 en el

Calcule los determinantes de las matrices en las partes a) y b).
(Las partes b) y c) se pueden generalizar?

La férmula quimica

x1[Ca(OH)z] + x2[HN O3] — x3[CA(N O3)2] + x4[H, O]

indica que x| moléculas de hidréxido de calcio Ca(OH), se combinan con x, moléculas de dcido nitri-
co HN O; para producir x3 moléculas de nitrato de calcio CA(N O3), y x4 moléculas de agua H,0. Para
determinar x1, xp, X3 y X4, establecemos ecuaciones para dtomos de calcio Ca, oxigeno O, hidrégeno H
y nitrégeno N.

Puesto que los 4tomos no se destruyen en esta reaccion quimica, una reaccién equilibrada requiere

que para calcio x; = x3, para oxigeno 2x; + 3x, = 6x3 + x4, para hidrégeno 2x; + x, = 2x4, y para
nitrégeno x, = 2x3. El sistema lineal resultante Ax = 0 es

BT

1 0 -1 0] [x 0
2 3 —6 —1| x| |0
21 0 =2/ |x| " o
0 1 -2 0| |x 0

Calcule el determinante de A.

(Por qué la parte a) da este resultado?

Encuentre x1, x2, X3 y x4, para equilibrar la ecuacion quimica.
(Larespuesta en la parte c) es tinica?
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EJERCICIOS TEORICOS

Use induccién matemdtica para mostrar que cuando n > 1, la evaluacién del determinante de una
matriz n X n usando la definicién requiere

n—1
n! E o multiplicaciones/divisiones y n!— 1 sumas/restas.
k=1 """

Si A es una matriz 3 X 3. Muestre que si A es la matriz obtenida a partir de A mediante cualquiera de
las operaciones

(E1) < (E2), (E) < (E3), o (E) < (E3),

entonces det A = — det A.
Pruebe que AB es no singular si y sélo si tanto A como B son no singulares.
La solucién mediante la regla de Cramer para el sistema lineal es

ayxy + apnx; +apizxs = by,
Ay X| + anXy + ayx; = b,

az x| + anx; + azx; = bs,

es
by a a a by a
1 det bl 12 13 D] 1 dot 11 bl 13 D2
X = — de 2 dxp A3 = — Xy = — de as 2 A3 = —
D D’ D D’
by axn axn azyy by asx
y
ay  ap b D a  ap  ags
X3 = ) det | any an b, | = D donde D =det| a) a» ax
azy axn b as;  dsp  dss

a. Encuentre la solucién para el sistema lineal
2x1+ 3x,— x3 =4,
Xy — 2x+ x3 =06,
x; — 12x, + 5x3 = 10,

mediante la regla de Cramer.
Muestre que el sistema lineal

2X1+ 3)(,'2— X3:4,
X — 2X2+ X3=6,

—X; — 12)C2 + 5X3 = 9,

no tiene solucién. Calcule Dy, D, y D;.
c.  Muestre que el sistema lineal

2X1 + 3.X2 — X3 = 4,
X1 — 2x+ x3=6,
—X1 — 12)62 +5)C3 = 10,

tiene un nimero infinito de soluciones. Calcule Dy, D, y Ds.
d. Pruebe que si un sistema lineal 3 X 3 con D = 0 tiene soluciones, entonces D, = D, = D3 = 0.
e. Determine el nimero de multiplicaciones/divisiones y sumas/restas requeridas para la regla de
Cramer en un sistema 3 X 3.
a. Generalice la regla de Cramer para un sistema lineal n X n.
Utilice el resultado en el ejercicio 12 para determinar el nimero de multiplicaciones/divisiones y
sumas/restas requerido para la regla de Cramer en un sistema n X n.
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PREGUNTAS DE ANALISIS

De acuerdo con el texto, existen 2n definiciones diferentes del det A, dependiendo de la fila o columna
seleccionada. Analice la razén por la que todas las definiciones dan el mismo resultado numérico.
Explique cdmo se puede usar la eliminacién gaussiana para encontrar el determinante de una matriz.
Explique como se puede usar la eliminacién gaussiana para encontrar la inversa de una matriz, si existe.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 6.5

Resuelva los siguientes sistemas lineales:

1 0 0 2 3 -1 Xy
a. 2 1 0 0 -2 1 X | =1 -
| -1 0 1 0 0 3 X3 1
I 0 0 11 177 x [ =1
b. -1 1 0 0 1 2 X, | = 3
2 -1 0 0 1 X3 0

Resuelva los siguientes sistemas lineales:

1 0 o7 T2 1 =177 x ] 1]
a -2 1 0 0 4 X | = 0
| 30 1|0 0 5] x| | =5 |
1 0 o7 1 2 =377 x ] [ 4
b. 2 1 0 1 2 Xxn | =16
| -3 2 1[0 0 1 ]|x | | 8

Considere las siguientes matrices. Encuentre la matriz de permutacion P tal que PA se puede factorizar
en el producto LU, donde L es triangular inferior con 1 en su diagonal y U es triangular superior para
estas matrices.

12 -1 0o 1 1

a. A=|2 4 0 b. A=|1 —2 —1
Lo 1 -1 S
(1 1 -1 0 ro 1 1 2
1 1 4 3 01 1 -1

¢ A=1, 1 24 d A=1, , 1 3
2 -1 23 11 0

Considere las siguientes matrices. Encuentre la matriz de permutacién P de tal forma que PA se puede
factorizar en el producto LU, donde L es triangular inferior con 1 en su diagonal y U es triangular su-
perior para estas matrices.

0 2 -1 12 -1
a. A=|1 -1 2 b. A= 4 7
1 -1 4 -1 2 5
T 1 -1 2 11 -1 2
1 -1 15 2 2 4 5
¢ A=l 5 5 37 d A=17 0 17
2 3 45 2 3 4 6

Factorice las siguientes matrices en la descomposicién LU mediante el algoritmo de factorizacion LU
con [;; = 1 paratodas las i.

2 -1 1 1.012 —-2.132 3.104
a. 3 39 b. | —2.132 4.096 —7.013
3 35 3.104 —-7.013 0.014
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2 0 0 0 2.1756 4.0231 —-2.1732 5.1967

¢ 1 15 0 0 d —4.0231 6.0000 0 1.1973
’ 0 -3 05 0 *| —1.0000 —5.2107 1.1111 0
2 =2 1 1 6.0235 7.0000 0 —4.1561

Factorice las siguientes matrices en la descomposicién LU mediante el algoritmo de factorizaciéon LU
con/; = 1 para todas las i.

Lo s
a 3
135 b |5 3 3
L 2 _2 s
-5 3 8
[ 2 1.0 0 [ 2121 —3.460 0 5217
. -1 30 d 0 5193 —2.197 4206
: 2 2 1 4 ' 5132 1414 3.141 0
| 2 2 25 | —3.011 —1732 2718 5212

Modifique el algoritmo de factorizacion LU de tal forma que se pueda utilizar para resolver un sistema
lineal y, a continuacién, resuelva los siguientes sistemas lineales.

a. 2x1— X2+ x3=-—1, b. 1.012x; — 2.132x, + 3.104x3 = 1.984,

3x1 +3x; +9x3 =0,
3x; + 3x, + 5x3 = 4.

2x; =3,
X1+ 1.5x, =45,
—  3x, 4+ 0.5x3 = —6.6,
2x; — 2x 4+ x3+ x4 =0.8.

2.1756x; + 4.0231x, — 2.1732x3 + 5.1967x4
—4.0231x; + 6.0000x, + 1.1973x4
—1.0000x; —5.2107x, + 1.1111x3

6.0235x; + 7.0000x, —4.1561x4

—2.132x; 4+ 4.096x, — 7.013x3 = —5.049,
3.104x; — 7.013x, 4+ 0.014x; = —3.895.

=17.102,
= —6.1593,
= 3.0004,
= 0.0000.

Modifique el algoritmo de factorizacién LU de tal forma que se pueda usar para resolver un sistema
lineal y, a continuacién, resuelva los siguientes sistemas lineales

a. X — Xo =2, b. %xl + Exz — ng =1,
2x1 + 2x,4+3x3 = —1, 1 2 3
—xy + 3 2xs = 4. shtznton=2
2
4 =30 + g = -3.
c. 2x1 + X, =0, d. 2.121x; — 3.460x, +5.217x4 = 1.909,
—x1 + 3x, + 3x3 =35, 5.193x,—2.197x3+4.206x, = 0,

2X1 — 2)62 + x3+ 4X4 = —2,
—2x1 + 2)(2 + 2)C3 + SX4 =06.

5.132x; + 1.414x,4-3.141x3 = —2.101,
—3.111x; — 1.732x,4+2.718x3+5.212x4 = 6.824.

Obtenga factorizaciones de la forma A = P'LU para las siguientes matrices.

0 2 3 1 -2 3 0
a. A= 1 1 -1 3 -6 9 3
0 -1 1 b A= 2 1 4 1
|1 -2 2 -2 ]
Obtenga factorizaciones de la forma A = P’ LU para las siguientes matrices.
1 2 -1 1 -2 3 0]
a. A= |1 2 3 1 -2 3 1
2 -1 4 boA=11 5 2
| 2 I 3 -1 |
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EJERCICIOS APLICADOS

El ejercicio 11 de la seccién 6.3 se puede generalizar de acuerdo con lo siguiente. Suponga que el esca-
rabajo tiene un periodo de vida de cuatro afios. La hembra de la especie tiene una tasa de supervivencia
de p; en el primer afio de vida, tiene una tasa de supervivencia de p, desde el segundo hasta su tercer
afio, y tiene una tasa de supervivencia de p; desde el afio 3 hasta el afio 4 antes de expirar al final del
cuarto afo. El escarabajo hembra procrea un promedio de b, escarabajos hembras en el primer afo,
b, escarabajos hembras en el segundo aflo, b; escarabajos hembras en su tercer aflo y by escarabajos
hembras en su cuarto afio.

Se puede usar una matriz A = [a;;] para modelar las contribuciones que realiza un escarabajo
hembra, en un sentido probabilistico, a la poblacién femenina de la especie al hacer que g;; denote la
contribucién que una sola hembra de edad j realizard a la poblacién de hembras del siguiente afio de
edad i. Tenemos

b by by by
lp 0 0 0
A=17 p 0 0
0 0 b 0

a. Por medio de la descomposicién LU o descomposicion P'LU con by = 0,b, = 1/8, b3 = 1/4,
by =1/2, py =1/2, p» = 1/4 y p3 = 1/8, encuentre el nimero de hembras de cada edad nece-
sario para que la poblacién después de un afio sea b = (175, 100, 50, 25)".

b. Repita la parte a) mediante b= (100, 100, 100, 100)". ;Qué significa su respuesta?

EJERCICIOS TEORICOS

a. Muestre que el algoritmo de factorizacién LU requiere

1 1 1 1 1
§n3 - gn multiplicaciones/divisiones 'y 5113 — Enz + gn sumas/restas.

b. Muestre que resolver Ly = b, donde L es una matriz triangular inferior con /;; = 1 para i, requiere

1 1 1 1
Enz — En multiplicaciones/divisiones 'y inz — En sumas/restas.

c¢.  Muestre que resolver Ax = b al factorizar primero Aen A = LUy, después,resolver Ly = by
Ux =y requiere el mismo niimero de operaciones que el algoritmo de eliminacién gaussiana 6.1.

d. Cuente el nimero de operaciones requeridas para resolver m sistemas lineales Ax® = b®
parak =1, ..., m,al factorizar primero A y, después, utilizar el método de la parte c) m veces.

Suponga A = P'LU, donde P es una matriz de permutacién, L es una matriz triangular inferior con

unos en la diagonal y U es una matriz triangular superior.

a. Cuente el nimero de operaciones necesarias para calcular P LU para una matriz determinada A.

b. Muestre que si P contiene k intercambios de fila, entonces

det P = det P' = (=),

c. Utilice det A = det P* det L det U = (—1)* det U para contar el nimero de operaciones para de-
terminar det A mediante factorizacion.
d. Calcule det Ay cuente el nimero de operaciones cuando

0 2 1 4 -1 3

1 2 -1 3 4 0

A= 0 1 1 -1 2 -1
2 3 —4 2 0 5

1 1 1 3 0 2

-1 -1 2 -1 2 0
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PREGUNTAS DE ANALISIS

(La descomposicién LU es tnica? ;Por qué si o por qué no?

(Cudntas operaciones se necesitarfan para descomponer una matriz m X m tridiagonal A en su factori-
zacién LU?

(Como se pueden manejar los intercambios de filas en la descomposicién LU?

(Por qué la descomposiciéon LU de una matriz A es tan util? ;La descomposicion es computacional-
mente practica?

Si una matriz A requiere intercambios de fila, ;cdmo afecta la descomposicién de A su factorizacién LU?
Analice los diferentes tipos de matrices de banda y los efectos de resolver minimos cuadrados con
matrices de banda mediante descomposiciones.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 6.6

1.

Determine cudl de las siguientes matrices son i) simétricas, ii) singulares, iii) estrictamente diagonal-
mente dominantes y iv) definidas positivas.

21 (2 10
A {13} .o 30
10 4
4 2 6 (4 0 0 0
c 30 7 o |6 700
-2 -1 -3 "o 1o
5 4 11

Determine cudl de las siguientes matrices son i) simétricas, ii) singulares, iii) estrictamente diagonal-
mente dominantes y iv) definidas positivas.

a { -2 1 } 2 1 0
: 1 -3 b. 0 3 2
[ 1 2 4 J
2 -1 0 2 3 2
c -1 4 2 d -2 4 -1 5
0o 2 2 : 37 15 1
6 —9 7

Utilice el algoritmo de factorizacion LDL' para encontrar una factorizacién de la forma A = LDL' para
las siguientes matrices:

2 -1 0 T4 1 11
a. A=| -1 2 -1 13 -1 1
0 —1 b A=11 1 2 090
11 0 2
T4 1 -1 0 6 2 1 -1
1 3 -1 0 24 1 0
¢« A=l _ 1 5 2 d A=1 1 0 4 4
0 0 2 4 -1 0 -1 3

Utilice el algoritmo de factorizacion LDL' para encontrar una factorizacién de la forma A = LDL' para
las siguientes matrices:

4 —1 1 4 2 2

a. A=| -1 3 0 b. A=|2 6 2
10 2 2 25
T4 0 2 1 T4 11 1
0 3 -1 1 1 3 0 —I

¢ A=1l, 1 6 3 d A=1, o 2
11 308 1o-1 1 4



Conjunto de ejercicios

10.

11.

12.

Utilice el algoritmo de Cholesky para encontrar una factorizacion de la forma A = LL' para las matri-
ces en el ejercicio 3.

Utilice el algoritmo de Cholesky para encontrar una factorizacién de la forma A = L L' para las matrices
en el ejercicio 4.

Modifique el algoritmo de factorizacién LDL', como se sugiere en el texto, de tal forma que se pueda
utilizar para resolver los siguientes sistemas lineales.

a. 2x;— x =3, b. 4x;+ x+ x3+ x4 =0.65,
—x; +2x — x3 = —3, X1+ 3x — x3+ x4 =0.05,
— X+ 2x3=1. X;— X2+ 2x3 =0,
X1+ x + 2x4 = 0.5.
c. 4dxi+ x— x3 =17, d. 6x;+2x4+ x3— x4 =0,
X1 +3x — x3 =38, 2x1 +4x, + x3 =17,
—X1 — X+ 5x3 4+ 2x4 = —4, X1+ X +dxy— x4 =—1,
2x3 +4x4 = 6. —X — X34 3x4 = 2.

Utilice el algoritmo modificado a partir del ejercicio 7 para resolver los siguientes sistemas lineales.

a. 4x;— x+ x3=-—1, b. 4x; + 2x,+2x3 =0,
—x1 + 3x, =4, 2x1 + 6x,4+2x3 = 1,
X1 +2x3 = 5. 2x1 + 2x,+5x3 = 0.
c. 4x; +2x3 + x4 = =2, d. 4x+ x4+ x3+ x4 =2,
3x — x3+ x4 =0, X1+3x, — x4 =2,
2X1 — Xo+6x3+3x4 =17, X +2x34+ x4 =1,

X1+ x24+3x3+8x4 = 2. X1— x2+ x3+4x, = 1.

Modifique el algoritmo de Cholesky, como se sugiere en el texto, de tal forma que se pueda usar para
resolver sistemas lineales y utilice el algoritmo modificado para resolver los sistemas lineales en el
ejercicio 7.

Use el algoritmo modificado desarrollado en el ejercicio 9 para resolver los sistemas lineales en
el ejercicio 8.

Utilice la factorizacién de Crout para sistemas tridiagonales para resolver los siguientes sistemas lineales.

a. X — X» =0, b. 3xi+ x =—1,
—2x; +4x; — 2x3 = —1, 2x1 +4x, + x3 =17,
— X2+ 2x3=1.5. 2x, + 5x3 =9.
c. 2x— x =3, d.  0.5x; +0.25x, =0.35,
—Xx1 +2x — x3=-3, 0.35x; + 0.8x, + 0.4x3 =0.77,
— Xo+2x3=1. 0.25x, + x3+0.5x4 = —0.5,
X3 — 2x4 = —2.25.

Utilice la factorizacién de Crout de sistemas tridiagonales para resolver los siguientes sistemas lineales.

a. 2x1+ x =3, b. 2x1— x, =35,
X1+ 20+ x3 = =2, =X +3x+ x3=4,
2x,+3x3 = 0. X, +4x;3 =0.
c. 2x1— x =3, d. 2x— x =1,
X1 +2x— x3 =4, X1 +2x — x3 =2,
X, —2x3+ x4 =0, 2x; +4x3 — x4 = -1,
x3+2x4 = 6. 2xX4— X5 = —2,

X4+2)C5 =—1.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Capitulo 6

Sea A una matriz tridiagonal 10 X 10 determinada por a; = 2, a;;+1 = a;;,—1 = —1, para cada
i=2,....,9,ya = ajp0 = 2,a;p = a9y = —1. Seab el vector columna 10-dimensional dado
porb; = by =1y b; =0,paracadai = 2,3,...,9. Resuelva Ax = b mediante la factorizacion de

Crout para sistemas tridiagonales.
Modifique la factorizacion LDL' para factorizar una matriz simétrica A. [Nota: La factorizacién no
siempre puede ser posible.] Aplique el nuevo algoritmo a las siguientes matrices:

3 3 6 3 -6 9
a. A=| -3 2 -7 b. A=| -6 14 —20
6 -7 13 | 9 —20 29
-1 2 0 1 [ 2 -2 4 4
2 -3 2 —1 2 3 -4 5
¢« A=l 4 25 ¢ d A=l 4 4 10 -0
1 -1 6 12 | -4 5 —10 14

(Cudl de las matrices simétricas en el ejercicio 14 son definidas positivas?

[ o 1 -1

Encuentre todas las « de tal forma que A = 2 1 | sea definida positiva.
| -1 1 4
[ 2 a -1

Encuentre todas las « de tal forma que A = a 2 1 | sea definida positiva.
-1 1 4

Encuentre todas las a 'y 8 > 0 de tal forma que la matriz

4 o 1
A=1| 28 5 4
B 2 «

sea estrictamente diagonalmente dominante.
Encuentre todas las « > 0y 8 > 0 de tal forma que la matriz

3 2 B
A= a 5 B
2 1 «
sea estrictamente diagonalmente dominante.
Si
1 0 —
A= 0 1 1
-1 1 o

Encuentre todos los valores de « para los cuales:

a. A essingular b. Aessimétrica
c. Aes estrictamente diagonalmente dominante d. A es definida positiva
Si
a 1 0
A= B 2 1
0 1 2

Encuentre todos los valores de a y 8 para los cuales:
a. Aessingular b. Aessimétrica
c. Aes estrictamente diagonalmente dominante d. A es definida positiva
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EJERCICIOS APLICADOS

22,

23.

24.

25.

26.
27.
28.

29.

30.

31.

32.

En un articulo de Dorn y Burdick [DoB] se reporta que la longitud promedio del ala que resulta de
aparear tres variedades mutantes de moscas de fruta (Drosophila melanogaster) se puede expresar en
la forma de matriz simétrica

1.59 1.69 2.13
A= 1.69 131 1.72
213 1.72 1.85

donde a;;denota la longitud promedio del ala de una descendencia que resulta de aparear un macho tipo 7

con una hembra tipo j.

a. (Qué importancia fisica se relaciona con la simetria de esta matriz?

b. ;Esta matriz es definida positiva? De ser asi, pruébelo; de no ser asi encuentre un vector x dife-
rente de cero para el que x' Ax < 0.

Suponga V = 5.5 volts en el ejemplo principal de este capitulo. Al reordenar las ecuaciones, se puede

formar un sistema lineal tridiagonal. Utilice el algoritmo de factorizacién de Crout para encontrar la

solucién del sistema modificado.

EJERCICIOS TEORICOS

Suponga que A y B son matrices n X n estrictamente diagonalmente dominantes. ;Cudl de las siguien-
tes deben ser estrictamente diagonalmente dominantes?

a. —A b. A’ c. A+B d. A? e. A—B

Suponga que A 'y B son matrices n X n definidas positivas. ;Cudl de las siguientes deben ser definidas
positivas?
a. —A b. A c. A+B d. A? e. A—-B

Suponga que A 'y B conmutan; es decir, AB = BA. ;A’ y B' también deben conmutar?
Construya una matriz A que no sea simétrica, pero para la que x’ Ax > 0 para toda x # 0.
Muestre que la eliminacion gaussiana se puede realizar en A sin intercambio de columnas si y sélo si
todas las primeras submatrices principales de A no son singulares. [Sugerencia: Particione cada matriz
en la ecuacion

A(k) — M(k—l)M(k—2) oMYA

verticalmente entre la k-ésima y la (k + 1)-ésima columnas y horizontalmente entre la k-ésima y la
(k + 1)-ésima filas (consulte el ejercicio 9 de la seccién 6.3). Muestre que la no singularidad de
la primera submatriz principal de A es equivalente a a,ilfz #0.]

Normalmente, las submatrices tridiagonales se etiquetan mediante la notacién

ai ¢ Opeeeene 0
b, a. <

A=1| 0. by, . .70
D 'Cn—l
Qcvvvent 0 b, “a,

para enfatizar que no es necesario considerar todas las entradas de la matriz. Reescriba el algoritmo de
factorizacién de Crout mediante esta notacién y modifique la notacién de /;; y u,; de manera similar.

Pruebe el teorema 6.31 [Sugerencia: Muestre que }u,-tl-+1| < l,paracadai =1,2,... ,n—1, y que
|l;;| > 0,paracadai =1,2,...,n. Deduzca quedet A = det L - detU # 0.]
Construya el conteo de operaciones para resolver un sistema lineal n X n mediante el algoritmo de

factorizacion de Crout.

Suponga que la matriz definida positiva A tiene factorizacién de Cholesky A = LL'y también fac-
torizacién A = LDL! , donde D es la matriz diagonal con entradas diagonales positivas di;, d», ...,
d,,. Sea D'/ 1a matriz diagonal con entradas diagonales /dy;, v/daz, . . . , \/dpn-

a. Muestre que D = D'/2D'2, b. Muestre que L = LD,



Capitulo 6

PREGUNTAS DE ANALISIS

Distinga entre las factorizaciones de Doolittle, Crout y Cholesky. ;En qué condiciones es mds apropiado
utilizarlas?

Muchos problemas en robética se pueden formular como problemas de optimizacién de minimos cua-
drados no lineales. Analice la forma en la que se puede usar el método de Cholesky para encontrar la
configuracion optima de las variables que satisfacen al maximo el conjunto de restricciones no lineales.

PREGUNTAS DE ANALISIS (FINAL DEL CAPITULO)

1. SuperLU es un paquete de cédigo abierto para la factorizacion LU. Proporcione una
descripcion general de este paquete.

2. KLU es un algoritmo de cédigo abierto para la factorizaciéon LU. Proporcione una
descripcion general de este algoritmo.

3. ALGLIB es una biblioteca de procesamiento de datos y andlisis numérico multipla-
taforma y de cédigo abierto que maneja la factorizacién LDL”. Proporcione una des-
cripcién general del paquete ALGLIB vy, en especial, la subrutina de factorizacién
LDL'.

3. LIBMF es una biblioteca de factorizacion de matriz de cédigo abierto que maneja
la factorizacién LLT. Proporcione una descripcién general del paquete LIBMG y, en
especial, la subrutina de factorizacion LLT,

CONCEPTOS CLAVE

Conteo de operaciones Matriz Pivoteo parcial
Determinante de la matriz Matriz cuadrada Pivoteo parcial escalado
Eliminacién gaussiana Matriz de banda Producto matriz-matriz
Factorizacion Crout Matriz de permutacion Producto matriz-vector
Factorizacién de Cholesky Matriz diagonal Punto pivotal
Factorizacién de matriz Matriz identidad Sistemas lineales
Factorizacién LDL" Matriz inversa Sustitucion hacia atrds
Factorizacion LU Matriz triangular inferior Transpuesta de la matriz
Factorizacién P' LU Matriz triangular superior Vector

Inversién de matriz Matriz tridiagonal

Matrices especiales Pivoteo completo

REVISION DEL CAPITULO

En este capitulo hemos visto métodos directos para resolver sistemas lineales. Un sistema
lineal consiste en n ecuaciones con nincégnitasexpresadas en notacion de matrizcomoAx =b.
Estas técnicas utilizan una secuencia finita de operaciones aritméticas para determinar la so-
lucién exacta del sistema sujeto solamente a error de redondeo. Encontramos que el sistema
lineal Ax = b. tiene una sola solucién si y s6lo si existe A~ ', que es equivalente a det A # 0.
Cuando se conoce A™', la solucién del sistema lineal es el vector x = A~ 'b.

Las técnicas de pivoteo se introdujeron para minimizar los efectos del error de redon-
deo, que puede dominar la solucién cuando se usan métodos directos. Estudiamos el pivoteo
parcial y el pivoteo parcial escalado, y analizamos brevemente el pivoteo completo. Reco-
mendamos los métodos de pivoteo parcial y pivoteo parcial escalado para la mayor parte de
los problemas porque esto disminuye los efectos del error de redondeo sin afiadir demasiados
calculos adicionales. Deberia usarse el pivoteo completo si se sospecha que el error de re-
dondeo es grande. En la seccién 5 del capitulo 7 observaremos algunos procedimientos para
calcular este error de redondeo.

Se mostro la eliminacién gaussiana con modificaciones menores para producir una fac-
torizacién de la matriz A en LU, donde L es triangular inferior con niimeros 1 en la diagonal
y U es triangular superior. Este proceso recibe el nombre de factorizacion de Doolittle. No
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todas las matrices no singulares se pueden factorizar de esta forma, pero una permutacién de
las filas siempre proporcionard una factorizacion de la forma PA = LU, donde P es la matriz
de permutacion utilizada para reordenar las filas de A. La ventaja de la factorizacion es que el
trabajo disminuye significativamente al resolver los sistemas lineales Ax = b con la misma
matriz de coeficientes A y diferentes vectores b.

Las factorizaciones toman una forma mds simple cuando la matriz A es definida positi-
va. Por ejemplo, la factorizacién de Choleski tiene la forma A = LL’, donde L es triangular
inferior. Una matriz simétrica que tiene una factorizacién LU también se puede factorizar
de la forma A = LDL', donde D es diagonal y L es triangular inferior con nimeros 1 en la
diagonal. Con estas factorizaciones, las manipulaciones relacionadas con A se pueden sim-
plificar. Si A es tridiagonal, la factorizacidn LU toma una forma especialmente simple, donde
U tiene nimeros 1 en la diagonal principal y ceros en las demds, excepto en la diagonal
inmediatamente sobre la diagonal principal. Ademds, L tiene sus entradas diferentes a cero
en la diagonal principal y una diagonal debajo. Otro método importante de factorizacion de
matriz se considera en la seccién 6 del capitulo 9.

Los métodos directos son los seleccionados para la mayoria de los sistemas lineales.
Para las matrices tridiagonales, en banda y definidas positivas, se recomiendan los métodos
especiales. Para el caso general se recomiendan los métodos de eliminacién gaussiana o de
factorizacion LU, que permiten el pivoteo. En estos casos, deberfan supervisarse los efectos
del error de redondeo. En la seccién 7.5 analizamos el calculo de errores en métodos directos.

Los grandes sistemas lineales con entradas principalmente O que se presentan en pa-
trones regulares se pueden resolver de manera eficiente por medio de un procedimiento
iterativo, como el que se analiza en el capitulo 7. Los sistemas de este tipo surgen de manera
natural, por ejemplo, cuando se usan técnicas de diferencia finita para resolver problemas
de valor en la frontera, una aplicacién comun en la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales.

Puede ser muy dificil resolver sistemas lineales grandes que tienen entradas principal-
mente diferentes de 0 o 1, donde las entradas 0 no estdn en patrén predecible. La matriz
relacionada con el sistema se puede colocar en almacenamiento secundario y forma dividida,
y leer las partes en la memoria principal sélo conforme sea necesario para el cdlculo. Los
métodos que requieren almacenamiento secundario pueden ser tanto iterativos como direc-
tos, pero en general requieren técnicas provenientes de los campos de la estructura de datos y
la teorfa grafica. Se dirige al lector a [BuR] y [RW] para un andlisis de las técnicas actuales.

Para obtener mds informacion sobre la solucion numérica de sistemas y matrices lineales
consulte Golub y Van Loan [GV], Forsythe y Moler [FM] y Stewart [Stew1]. El uso de téc-
nicas directas para resolver grandes sistemas dispersos se analiza detalladamente en George
y Liu [GL] y en Pissanetzky [Pi]. Coleman y Van Loan [CV] consideran el uso de BLAS,
LINPACK y MATLAB.



