Capitulo 3

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3.1

1.

e

10.

11.

Para las funciones dadas f(x), sean xo = 0,x; = 0.6,y x, = 0.9. Construya polinomios de interpola-
cion de grados a lo sumo uno y dos para aproximar f(0.45) y encuentre el error absoluto.

a. f(x) =cosx c. f(x)y=Inx+1)
b. f(x)=+14x d. f(x)=tanx

Para las funciones dadas f(x), sean xo = 1,x; = 1.25,y x, = 1.6. Construya polinomios de interpola-
cion de grados a lo sumo uno y maximo dos para aproximar f(1.4) y encuentre el error absoluto.

a. f(x)=senmx c. f(x)=1log,,3x—1)
b. f(x)=<Jx—1 d. f(x)=e* —x

Use el teorema 3.3 para encontrar una cota del error para las aproximaciones en el ejercicio 1.

Use el teorema 3.3 para encontrar una cota del error para las aproximaciones en el ejercicio 2.

Use polinomios de interpolacién de Lagrange adecuados de grados 1,2 y 3 para aproximar cada una de

las siguientes imdgenes:

a.  f(8.4)si f(8.1) =16.94410, f(8.3) = 17.56492, f(8.6) = 18.50515, f(8.7) = 18.82091

b. f (—%) si f(—0.75) = —0.07181250, f(—0.5) = —0.02475000, f(—0.25) = 0.33493750,
f(0) = 1.10100000

c. f(0.25)si £(0.1) = 0.62049958, f(0.2) = —0.28398668, f(0.3) = 0.00660095, f(0.4) =
0.24842440

d. f(0.9)si f(0.6) = —0.17694460, f(0.7) = 0.01375227, f(0.8) = 0.22363362, f(1.0) =
0.65809197

Use polinomios de interpolacion de Lagrange adecuados de grados uno, dos y tres para aproximar cada
uno de los siguientes:

a.  f(0.43)si £(0) = 1, £(0.25) = 1.64872, £(0.5) = 2.71828, f(0.75) = 4.48169

b.  £(0)si £(—0.5) = 1.93750, £(—0.25) = 1.33203, £(0.25) = 0.800781, £(0.5) = 0.687500

c.  f(0.18) si £(0.1) = —0.29004986, £(0.2) = —0.56079734, £(0.3) = —0.81401972,
£(0.4) = —1.0526302

d.  £(0.25) si f(—1) = 0.86199480, f£(—0.5) = 0.95802009, £(0) = 1.0986123, £(0.5) =
1.2943767

Los datos para el ejercicio 5 se generaron usando las siguientes funciones. Use la férmula del error
para encontrar una cota del error y comparela con el error real en los casosn = 1y n = 2.

a. f(x)=xlnx

b. f(x) =x>+4.001x% +4.002x + 1.101

c. f(x)=xcosx —2x>+3x—1

d. f(x)=sen(e* —2)

Los datos para el ejercicio 6 se generaron usando las siguientes funciones. Use la férmula del error
para encontrar una cota del error y compdrela con el error real en los casosn = 1y n = 2.

a. f(x)=e*

b. fx)=x*—-x*+x*—x+1

c. f(x)=x%cosx —3x

d. f(x)=In(e*+2)

Si P5(x) es el polinomio de interpolacién para los datos (0,0), (0.5,y), (1,3) y (2, 2). El coeficiente de
X3 en P5(x) es 6. Encuentre y.

Sea f(x) = v/x —x?y P,(x) es el polinomio de interpolacién en xo = 0, x; y x, = 1. Encuentre el
valor mds grande de x; en (0, 1) para el que f(0.5) — P»(0.5) = —0.25.

Use los siguientes valores y la aritmética de redondeo de cuatro digitos para construir una aproxima-
cion del tercer polinomio de Lagrange para f(1.09). La funcién aproximada es f(x) = log;o(tan x). Use
esta informacidn para encontrar una cota para el error en la aproximacion.

f(1.00) =0.1924  f(1.05) =0.2414  f(1.10) =0.2933  f(1.15) =0.3492
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Use el polinomio de interpolacion de Lagrange de grado 3 o menos y la aritmética de corte de cuatro
digitos para aproximar cos 0.750 con los siguientes valores. Encuentre una cota para el error en la
aproximacion

c0s0.698 = 0.7661 c0s0.733 =0.7432 c0s0.768 = 0.7193  co0s0.803 = 0.6946

El valor real de cos 0.750 es 0.7317 (para cuatro lugares decimales). Explique la discrepancia entre el
error real y la cota del error.

Construya los polinomios de interpolacion de Lagrange para las siguientes funciones y encuentre una
cota para el error absoluto en el intervalo [xg, x,,].

a. f(x)=e>cos3x, x=0,x=03,x=06n=2

b. f(x)=sen(lnx), x0=2.0,x,=24,x,=2.6,n=2

c. f(x)=lx, x=1x=11Lx=13,x3=14,n=3

d. f(x)=cosx+senx, xo=0,x,=025x=05x3=10,n=3

Construya los polinomios de interpolacién de Lagrange para las siguientes funciones y encuentre una
cota para el error absoluto en el intervalo [xo, x,,].

a. f(x) =e ¥sen3ux, Xo=0,x1 =%, 0=7%7n=2

b. f(x)=log,x, x0=30,x=32,x=35n=2

c. fx)y=e'+e*, x=-03,x=0,x=03,n=2

d. f(x)=cos(2In(3x)), x=0,x, =03, x,=05,x3=1.0,n=3

Sea f(x) = e*,para0 < x < 2.

a. Aproxime f(0.25) usando interpolacién lineal con xo = 0y x; = 0.5.

b. Aproxime f(0.75) usando interpolacién lineal conxy = 0.5y x; = 1.

c¢. Aproxime f(0.25) y f(0.75) usando el segundo polinomio de interpolacién con xo = 0, x; = 1y
X, = 2.

d. ;Cudles aproximaciones son mejores y por qué?

Sea f(x) = e *cosx,para0 <x < 1.

a.  Aproxime f(0.25) usando interpolacion lineal conxyo = 0y x; = 0.5.

b. Aproxime f(0.75) usando interpolacién lineal con xp = 0.5y x; = 1.

c. Aproxime f(0.25) y £(0.75) usando el segundo polinomio de interpolacién con xo = 0,x; = 0.5y
X, =1.0.

d. ;Cudles aproximaciones son mejores y por qué?

Suponga que usted necesita construir tablas de ocho lugares decimales para la funcién logaritmica

comtun, o de base 10, desde x = 1 hasta x = 10 de tal forma que la interpolacién lineal sea precisa

dentro de 10~°. Determine una cota del tamafio de paso para esta tabla. ;Qué seleccién de tamafio de

paso realizarfa para garantizar que x = 10 se encuentra en la tabla?

En el ejercicio 24 de la seccion 1.1 se integré una serie de Maclaurin para aproximar erf(1), donde

erf(x) es la funcién de error de distribucién normal definida por

2 s
erf(x) = ﬁ/ e "dt.
0

a. Use la serie de Maclaurin para construir una tabla para erf(x) que sea precisa dentro de 10~ para
erf(x;), donde x; = 0.27, parai =0, 1, ..., 5.

b. Use tanto la interpolacion lineal como la interpolacion cuadratica para obtener una aproximacion
para erf( %). (Qué enfoque parece mds factible?

EJERCICIOS APLICADOS

a. Laintroduccidn para este capitulo incluy6 una tabla que enumera la poblacién de Estados Unidos
desde 1960 hasta 2010. Use la interpolacién de Lagrange para aproximar la poblacién en los afnos
1950, 1975, 2014 y 2020.

b. La poblacién en 1950 era aproximadamente 150697360 y en 2014 se calculé que era de
317298000. ;Qué tan precisas cree usted que son sus cifras para 1975 y 2020?

Se sospecha que las grandes cantidades de tanino en las hojas maduras de los robles inhiben el creci-

miento de la larva de polilla de invierno (Operophtera bromata L., Geometridae) que dafia en exceso

estos drboles en ciertos aflos. La siguiente tabla enumera el peso promedio de dos muestras de la larva



Conjunto de ejercicios

21.
22.

23.

en los primeros 28 dias después de su nacimiento. Mientras la primera muestra se crié en las hojas

jovenes de roble, la segunda muestra se cri6 en las hojas maduras.

a. Use la interpolacién de Lagrange para aproximar la curva de peso promedio para cada muestra.

b. Encuentre un peso promedio mdximo aproximado para cada muestra determinando el maximo del
polinomio de interpolacion.

Dia | 0 | 6 | 10 | 13 | 17 | 20 | 28
Muestra 1 peso promedio (mg) | 6.67 | 17.33 | 42.67 | 37.33 | 30.10 | 29.31 | 28.74
Muestra 2 peso promedio (mg) | 6.67 | 16.11 | 18.89 | 15.00 | 10.56 | 9.44 | 8.89
EJERCICIOS TEORICOS
Muestre que mdx [g(x)| = h%/4,donde g(x) = (x — jh)(x — (j + Dh).
XjEXSXjt1

Pruebe el teorema de Taylor 1.14 siguiendo el procedimiento en la demostracion del teorema 3.3.
[Sugerencia: Sea

(t _ xo)n+1

(_x _ xo)n+1 ’

gy = f() = P() = [f(x) — P(x)]-

donde P es el enésimo polinomio de Taylor y use el teorema de generalizacién de Rolle 1.10.]
El polinomio de Bernstein de grado n para f € C[0, 1] estd dado para

B, =Y (Z) J <§> (1 =2y,

k=0

donde (Z) denota n!/k!(n — k)! Estos polinomios se pueden usar en una prueba constructiva del
teorema de aproximacion de Weierstrass 3.1 (consulte [Bart]) porque lim B,(x) = f(x) para cada
x €[0,1]. R
a. Encuentre B;(x) para las funciones

i. f(x)=x ii. f(x)=1

b. Muestre que para cada k < n,

n—1\ [k n
k—1) \n)\k)
c. Use la parte b) y el hecho, a partir de ii) en la parte a), de que

n

1= Z <Z>Xk(l —x)"*,  paracadan,

k=0

para mostrar que, para f(x) = x2,

n—1Y\ , 1
B,(x) = W X +£x.

d. Use la parte c) para calcular el valor de n necesario para que } B,(x) — x2| < 107 sea vdlido para
todas las x en [0, 1].

PREGUNTAS DE ANALISIS

Suponga que usamos el polinomio de Lagrange para ajustar dos conjuntos de datos determinados que
concuerdan exactamente, excepto por una pequefia perturbacién en uno de los puntos de datos debido
al error de medicion. A pesar de que la perturbacion es pequefia, el cambio en el polinomio de Lagran-
ge es grande. Explique por qué se presenta esta discrepancia.

Si decidimos incrementar el grado del polinomio de interpolacién al agregar nodos, ;existe una forma
facil de usar un polinomio de interpolacion previo para obtener un polinomio de interpolacién de gra-
do mads alto o necesitamos volver a empezar?



Capitulo 3

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3.2
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Con el método de Neville obtenga las aproximaciones para los polinomios de interpolacién de Lagrange
de grados uno, dos y tres para aproximar cada uno de los siguientes:

a.  f(8.4)si £(8.1) = 16.94410, f(8.3) = 17.56492, f(8.6) = 18.50515, f(8.7) = 18.82091

b. f (—%) si f(—=0.75) = —0.07181250, f(—0.5) = —0.02475000, f(—0.25) = 0.33493750,
f(0) =1.10100000

c.  f(0.25) si £(0.1) = 0.62049958, £(0.2) = —0.28398668, £(0.3) = 0.00660095, f(0.4)
= 0.24842440

d. f(0.9) si f(0.6) = —0.17694460, f(0.7) = 0.01375227, f(0.8) = 0.22363362, f(1.0) =
0.65809197

Use el método de Neville a fin de obtener las aproximaciones para los polinomios de interpolacién de

Lagrange de grados uno, dos y tres para aproximar cada uno de los siguientes:

a. f(0.43)si f(0) =1, £(0.25) = 1.64872, f(0.5) = 2.71828, f(0.75) = 4.48169

b.  f(0)si f(=0.5) = 1.93750, f(—0.25) = 1.33203, f(0.25) = 0.800781, f(0.5) = 0.687500

c. f(0.18) si f(0.1) = —0.29004986, f(0.2) = —0.56079734, f(0.3) = —0.81401972,
f(0.4) = —1.0526302

d. f(0.25) si f(—1) = 0.86199480, f(—0.5) = 0.95802009, f(0) = 1.0986123, £(0.5) =
1.2943767

Use el método de Neville para aproximar /3 con las siguientes funciones y valores.

a. f(x)=3"ylosvaloresxg = —-2,x; =—1,x, =0,x3 =1,yx, =2.
b. f(x) =+ /xylosvaloresxg =0,x; =1,x, =2,x3 =4,yx; = 5.

c.  Compare la precision de la aproximacion en las partes a) y b).

Sea P;(x) el polinomio de interpolacion para los datos (0, 0), (0.5, y), (1,3) y (2, 2). Encuentre y si el
coeficiente de x° en P5(x) es 6.

El método de Neville se usa para aproximar f(0.4), dada la siguiente tabla.

X = 0 P() =1
X1=0.25 P1=2 P()1=2.6
xn=05 P P Po2

X3 = 075 P3 = 8 P213 = 24 P1,213 = 296 P0_1,213 = 3016

Determine P, = f(0.5).
El método de Neville se usa para aproximar f(0.5), dada la siguiente tabla.

X0 =0 P() =0
X = 0.4 Pl =28 PO,l =35

x =07 P Py Poia=7%

Determine P, = f(0.7).
Suponga que x; = j,paraj = 0, 1,2, 3,y se sabe que

PO,I(X) =2x+ 1, PO.Q(.X) =X+ 1, y P1,2’3(2.5) =3.

Encuentre P0,1,2.3 = (25)
Suponga x; = j,paraj = 0,1, 2,3,y se sabe que

Poi(x)=x+1, Pox)=3x—-1, y P35 =4

Encuentre Py;,3(1.5).

El algoritmo de Neville se usa para aproximar f(0) usando f(—2), f(—1), f(1) y f(2). Suponga que
f(—1) se disminuy6 en 2 y f(1) se incrementd en 3. Determine el error en el cdlculo original del valor
del polinomio de interpolacién para aproximar f(0).

El algoritmo de Neville se utiliza para aproximar f(0) mediante f(—2), f(—1),f(1) y f(2). Suponga que
f(—1) se disminuy6 en 2 y f(1) se incrementd en 3. Determine el error en el cédlculo original del valor
del polinomio de interpolacién para aproximar f(0).
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EJERCICIOS TEORICOS

Construya una sucesién de valores interpolantes y, para f(1 + +/10), donde f(x) = (1 + xH!
para —5 < x < 5, como sigue: para cada n = 1,2,...,10,seah = 10/ny y, = P,(1 + +/10),
donde P, (x) es el polinomio de interpolacién para f(x) enlos nodos x5, x\”, ... , x™ y x 7 =—=5+jh,

paracadaj=0,1,2,...,n.;La sucesién {y,} parece converger a f(1 + +/10)?

Interpolacién inversa Suponga que f € C'[a,b], f'(x) #0en[a,b] y f tiene un cero p en
[a, b]. Si xo, ..., x, son n + 1 nimeros distintos en [a, b] con f(x;) = y, paracadak =0, 1, ..., n. Para
aproximar p, construya el polinomio de interpolacién de grado n en los nodos yy, ..., y, para f . Puesto
que y, = f(x) y 0 = f(p), sigue que f(y0) = x¢y p = f£7(0). El uso de la interpolacién iterada para
aproximar £1(0) recibe el nombre de interpolacion iterada inversa.

Use la interpolacion inversa para encontrar una aproximacion a la solucién de x — ¢™ = 0, usando los
datos

x |03 | 04 | 05 | 06
0.740818 \ 0.670320 \ 0.606531 \ 0.548812

—X

e

Construya un algoritmo que pueda usarse para la interpolacion inversa.

PREGUNTAS DE ANALISIS

Fiabilidad: ;Qué es y como se mide? Lea el articulo que se encuentra en http://www.slideshare.net/
analisedecurvas/reliability-what-is-it-and-how-is-it-measured. Resuma sus hallazgos y describa cémo
se aplica el método de Neville para medir el error.

(El método de Neville se puede usar para obtener el polinomio de interpolacién en un punto general en
oposicioén a un punto especifico?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3.3

1.

Utilice la ecuacion (3.10) o el algoritmo 3.2 para construir polinomios interpolantes de grados uno, dos
y tres para los siguientes datos. Aproxime el valor especificado usando cada uno de los polinomios.

a.  f(8.4)si f(8.1) = 16.94410, f(8.3) = 17.56492, £(8.6) = 18.50515, £(8.7) = 18.82091

b. f(0.9) si £(0.6) = —0.17694460, f(0.7) = 0.01375227, £(0.8) = 0.22363362, f(1.0) =
0.65809197

Utilice la ecuacion (3.10) o el algoritmo 3.2 para construir polinomios interpolantes de grados uno, dos
y tres para los siguientes datos. Aproxime el valor especificado usando cada uno de los polinomios.
a.  f(0.43)si f(0) =1, f(0.25) = 1.64872, f(0.5) = 2.71828, f(0.75) = 4.48169

b. f(0)si f(—0.5) = 1.93750, f(—0.25) = 1.33203, f£(0.25) = 0.800781, f(0.5) = 0.687500
Utilice la férmula de diferencias hacia adelante de Newton para construir los polinomios de interpola-

cion de grados uno, dos y tres para los siguientes datos. Aproxime el valor especificado usando cada
uno de los polinomios.

a. f (—%) si f(—=0.75) = —0.07181250, f(-0.5) = —0.02475000, f(—0.25) = 0.33493750,
f(0) = 1.10100000

b.  f(0.25)si f(0.1) = —0.62049958, f(0.2) = —0.28398668, f(0.3) = 0.00660095, f(0.4) =
0.24842440

Utilice la férmula de diferencias hacia adelante de Newton para construir los polinomios de interpola-
cion de grados uno, dos y tres para los siguientes datos. Aproxime el valor especificado usando cada
uno de los polinomios.

a.  f(0.43)si f(0) =1, f(0.25) = 1.64872, £(0.5) = 2.71828, f(0.75) = 4.48169

b. f(0.18) si f(0.1) = —0.29004986, f(0.2) = —0.56079734, f(0.3) = —0.81401972,
f(0.4) = —1.0526302
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Utilice la férmula de diferencias hacia adelante de Newton para construir los polinomios de interpola-

cion de grados uno, dos y tres para los siguientes datos. Aproxime el valor especificado usando cada

uno de los polinomios.

a. f(—1/3)si f(—0.75) = —0.07181250, f(—0.5) = —0.02475000, f(—0.25) = 0.33493750,
f(0) = 1.10100000

b.  £(0.25) si £(0.1) = —0.62049958, £(0.2) = —0.28398668, f(0.3) = 0.00660095, f(0.4) =
0.24842440

Utilice la férmula de diferencias hacia adelante de Newton para construir los polinomios de interpola-
cién de grado uno, dos y tres para los siguientes datos. Aproxime el valor especificado mediante cada
uno de los polinomios.

a.  f(0.43)si f(0) =1, £(0.25) = 1.64872, £(0.5) = 2.71828, f(0.75) = 4.48169

b.  f£(0.25) si f(—1) = 0.86199480, f(—0.5) = 0.95802009, f(0) = 1.0986123, f(0.5) =
1.2943767

a. Utilice el algoritmo 3.2 para construir el polinomio interpolante de grado tres para los puntos
espaciados de manera desigual que se dan en la siguiente tabla:

—0.1 | 5.30000
0.0 | 2.00000
0.2 | 3.19000
0.3 | 1.00000

b. Agregue f(0.35) = 0.97260 a la tabla y construya el polinomio interpolante de grado cuatro.
a. Use el algoritmo 3.2 para construir el polinomio interpolante de grado cuatro para los puntos
espaciados de manera desigual que se dan en la siguiente tabla:

0.0 | —6.00000
0.1 | —5.89483
0.3 | —5.65014
0.6 | —5.17788
1.0 | —4.28172

b. Agregue f(1.1) = —3.99583 a la tabla y construya el polinomio interpolante de grado cinco.
a. Aproxime f(0.05) usando los siguientes datos y la férmula de diferencias hacia adelante de
Newton:

x |00 |02 | 04 | 06 |08
£y | 1.00000 | 122140 | 1.49182 | 1.82212 | 222554

Use la férmula de diferencias hacia atrds de Newton para aproximar f(0.65).
c. Use la formula de Stirling para aproximar f(0.43).
Aproxime f(—0.05) usando los siguientes datos y la formula de diferencias hacia adelante de
Newton:

®

x | -12 [ -09 | —0.6 | —03 | 00
£(x) | 0.18232 | —0.105083 | —0.51036 | —1.20397 | —3.12145

b. Use la férmula de diferencias hacia atrds de Newton para aproximar f(—0.2).
c. Use la férmula de Stirling para aproximar f(—0.43).

Se proporcionan los siguientes datos para un polinomio P(x) de grado desconocido.
x |0 1]2
P(x) ‘ 2 ‘ -1 ‘ 4

Determine el coeficiente de x> en P(x) si las diferencias hacia adelante de tercer orden son 1.
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Se proporcionan los siguientes datos para un polinomio P(x) de grado desconocido.

x |0‘1‘ 2‘ 3
P(x)\4\9\15\18

Determine el coeficiente de x> en P(x) si las diferencias hacia adelante de cuarto orden son 1.
La férmula de la diferencias hacia adelante de Newton se usa para aproximar f(0.3) dada la siguiente

tabla.
X 0.0| 0.2| 0.4| 0.6

|
£ | 150 | 210 | 300 | 51.0

Suponga que se descubre que f(0.4) se subestim6 en 10 y que £(0.6) se exagerd en 5. ;En cudnto debe-
ria modificarse la aproximacién de £(0.3)?
Para una funcién f, la férmula de diferencias divididas de Newton da el polinomio interpolante

16
Py(x) =1+4x +4x(x —0.25) + ?x(x —0.25)(x —0.5),

en los nodos xog = 0,x; = 0.25,x, = 0.5 y x3 = 0.75. Encuentre f(0.75).

Un polinomio de cuarto grado P(x) satisface A*P(0) = 24, A3P(0) = 6,y A’P(0) = 0, donde
AP(x) = P(x + 1) — P(x). Calcule A’>P(10).

Para una funcién f, las diferencias divididas hacia adelante estdn dadas por

X0 =0.0 S[xol
Sxo, x1]

x =04 Slxi] flxo, x1, x0] = 3
Jlx1, x2] =10

Xy = 0.7 f[XZ] =6

Determine las entradas faltantes en la tabla.

EJERCICIOS APLICADOS

a. Laintroduccidn de este capitulo incluyé una tabla que lista la poblacién de Estados Unidos desde
1960 hasta 2010. Use diferencias divididas adecuadas para aproximar la poblacién en los afios
1950, 1975, 2014 y 2020.

b. La poblacién en 1950 era aproximadamente 150697360 y en 2014 se calculé que seria de
317298000. ;Qué tan precisas cree usted que son las cifras para 1975 y 2020?

El tiempo mads rapido jamds registrado en el Derby de Kentucky fue de un caballo llamado Secretariat

en 1973. El cubri6 la pista de li de milla en 1:59 %(1 minuto y 59.4 segundos). Los tiempos para los

palos de cuarto de milla, media milla y una milla fueron: 0:25%,0 : 494,y 1:363.

a. Use lainterpolacion para predecir el tiempo en el palo de tres cuartos de milla y compdrelo con el
tiempo real de 1:13.

b. Use la derivada del polinomio de interpolacion para calcular la velocidad de Secretariat al final de
la carrera.

EJERCICIOS TEORICOS

Muestre que el polinomio que interpola los siguientes datos tiene grado tres.
x |—2|—1| 0| 1| 2| 3
f(x)‘ 1‘ 4‘11‘16‘13‘—4
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a. Muestre que los polinomios ctibicos

Px)=3-2x4+1D)+0x+Dx)+x+DHx)x—1)

0x)=—-1+4(x+2) =3 +2)x+ 1)+ x+2)(x + D(x)

interpolan los datos

b. ;Por qué la parte a) no viola la propiedad de unicidad de los polinomios de interpolacién?
Dado

P,(x) = flxol + flx0, x11(x — x0) + a2(x — x0)(x — xy)
+ az(x —xp)(x —x)(x —x2) + - -
+ an(-x _XO)(-X _xl) (-x _xnfl)v

use P,(x,) para mostrar que a, = f[x¢, X1, x2].

Muestre que

f(n-%—l)(é:(x))
f[X(),Xl, e ,xn,x] = W’

para algunos &(x). [Sugerencia: A partir de la ecuacion (3.3)

UV EE)

X)) =P,(x) + ——(x —x0) - -+ (x — xp).
Considerando el polinomio de interpolacién de gradon + 1 en x, x1, ... , X,, X, tenemos
S(xX) = P (x) = Po(x) + flxo, X1, 5 X, X106 = X0) -+ - (X — X,).
Sea g, i, ... , 1, unareorganizacion de los enteros 0, 1, ..., n. Muestre que f[x,,X;,,...,X;, 1= flxo,
X1, ..., Xu]. [Sugerencia: Considere el coeficiente principal del enésimo polinomio de Lagrange so-
bre los datos {xo, X1, ..., X} = {Xig, Xip» .-, X5, 1]

PREGUNTAS DE ANALISIS

Compare y contraste varios de los diferentes métodos de diferencias divididas que leyé en este capitulo.
(Es mds ficil agregar un nuevo par de datos usando métodos de diferencias divididas con el fin de
obtener un polinomio de Lagrange de grado superior?

El polinomio de Lagrange se us6 para deducir la férmula del error en la interpolacién polinomial.
(Es posible usar alguna de estas féormulas de diferencias divididas para deducir ese error? ;Por qué si
o por qué no?

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3.4

1.

Use el teorema 3.9 o el algoritmo 3.3 para construir un polinomio de aproximacion para los siguientes
datos.

a x| f0 | @ boox | @ | fw
8.3 | 1756492 | 3.116256 0.8 | 0.22363362 | 2.1691753
8.6 | 1850515 | 3.151762 1.0 | 0.65809197 | 2.0466965
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¢« x | Jw | f® d. x| f® | F®
—0.5 —0.0247500 | 0.7510000 0.1 | —0.62049958 | 3.58502082
—0.25 0.3349375 | 2.1890000 02 | —0.28398668 | 3.14033271
0 1.1010000 | 4.0020000 0.3 0.00660095 | 2.66668043

04 0.24842440 | 2.16529366

Use el teorema 3.9 o el algoritmo 3.3 para construir un polinomio de aproximacidn para los siguientes
datos.

a. x| f& | F® b x| f® | F®
0 | 1.00000 | 2.00000 —0.25 | 1.33203 0.437500
0.5 | 2.71828 | 5.43656 0.25 | 0.800781 | —0.625000
¢ x fo | fw d. x | f® | fw
0.1 | —0.29004996 | —2.8019975 —1 | 0.86199480 | 0.15536240
0.2 | —0.56079734 | —2.6159201 —0.5 | 0.95802009 | 0.23269654
0.3 | —0.81401972 | —2.9734038 0 1.0986123 | 0.33333333

0.5 1.2943767 | 0.45186776

Los datos en el ejercicio 1 se generaron usando las siguientes funciones. Use los polinomios construi-
dos en el ejercicio 1 para aproximar f(x) en el valor de x dado y calcular el error absoluto.

a. f(x) =xlInx; aproxime f(8.4).

b. f(x) =sen(e* —2); aproxime f(0.9).

c.  f(x)=x>+4.001x%>+4.002x + 1.101; aproxime f(—1/3).
d. f(x)=xcosx —2x>+3x —1; aproxime f(0.25).

Los datos en el ejercicio 2 se generaron usando las siguientes funciones. Utilice los polinomios cons-
truidos en el ejercicio 2 para aproximar f(x) en el valor de x dado y calcule el error absoluto.

f(x) =e*; aproxime f(0.43).

f@) =x*—x3+x2—x+1; aproxime f(0).
f(x) =x%*cosx — 3x; aproxime f(0.18).
f(x) =1In(e* +2); aproxime f(0.25).

&0 T2

a. Use los siguientes valores y la aritmética de redondeo de cinco digitos para construir el polinomio
de interpolacién de Hermite para aproximar sen 0.34.

X | sen x | D, sen x = cos x
0.30 | 0.29552 0.95534
032 | 0.31457 0.94924
0.35 | 0.34290 0.93937

b. Determine una cota del error para la aproximacion en la parte a) y compdrela con el error real.

c. Agregue sen 0.33 = 0.32404 y cos 0.33 = 0.94604 a los datos y repita los calculos.

Sea f(x) = 3xe* — .

a. Aproxime f(1.03) mediante el polinomio de interpolacién de Hermite de grado médximo tres usan-
doxp = 1yx; = 1.05. Compare el error real con la cota del error.

b. Repita a) con el polinomio de interpolacién de Hermite de grado maximo cinco usando xp = 1, x;
=105yx, =1.07.

La siguiente tabla lista los datos para la funcién descrita mediante f(x) = 01, Aproxime f(1.25)

por medio de Hs(1.25) y H3(1.25), donde Hs usa los nodos xo = 1, x; = 2y xp = 3 y H3usa los nodos

Xo = 1 y x; = 1.5. Encuentre las cotas del error para estas aproximaciones.

x f) = | f) = 0.2xe01
Xo=F%o=1 | 1105170918 | 0.2210341836
T =15 1252322716 | 03756968148
X =2 1491824698 | 0.5967298792

X, =3 2459603111

1.475761867
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EJERCICIOS APLICADOS

Un lanzador de béisbol lanza una bola rapida desde el monticulo del lanzador hacia el receptor. A pesar
de que la distancia desde el monticulo hasta el plato de home es 60 pies y 6 pulgadas, normalmente,
la bola viaja aproximadamente 55 pies y 5 pulgadas. Suponga que la velocidad inicial de la bola es
95 millas por hora y que la velocidad final en el plato de home es 92 millas por hora. Construya un
polinomio de interpolacién de Hermite para los datos

Tiempo ¢ (en segundos) 0 04

Distancia d (en pies) 0| 555

Velocidad (millas por hora) 95 92

a. Use la derivada del polinomio de Hermite para calcular la velocidad de la bola de béisbol en
millas por hora en # = 0.2 segundos.

b. (La velocidad mdxima de la pelota se presenta en ¢ = 0, o la derivada del polinomio de Her-
mite tiene un maximo que supera las 95 millas por hora? En ese caso, ;esto parece razonable?
[Sugerencia: Convierta las millas por hora en pies por segundo para resolver el problema y des-
pués regresar a las millas por hora para dar las respuestas.]

La informacién de un automévil que circula por un camino recto se registra en diversos puntos. Los

datos a partir de las observaciones se muestran en la siguiente tabla, donde el tiempo estd en segundos,

la distancia en pies y la velocidad en pies por segundo.

Tiempo 0 3 5 8 13

Distancia 0 | 225 | 383 | 623 | 993

Velocidad 75 77 80 74 72

a. Use el polinomio de Hermite para predecir la posicién del vehiculo y su velocidad cuando ¢ = 10
segundos.

b. Use la derivada del polinomio de Hermite para determinar si el automdvil excede en algtin punto
el limite de velocidad de 55 millas por hora. En ese caso, ;cudl es la primera vez que el automovil
excede esta velocidad?

c. (;Cudl es la velocidad mdxima prevista para el automovil?

EJERCICIOS TEORICOS

Sea zop = X0, 21 = X0, 22 = X1,y 23 = X;. Forme la siguiente tabla de diferencias divididas.

20=2x0 [flzol = f(x0)
Sflzo, 211 = f/(x0)
z1=x0 flz]l = f(xo) Slzo. 21, 22]
flz1, 221 Slzo: 215 22, 23]
22 =X flz2l = f(x1) flz1, 22, 23]
Sflza, 231 = f'(x1)
73 = X Sflzsl = f(x1)

Muestre que el polinomio ctibico de Hermite H3(x) también se puede escribir como f[zo] + f[zo0, 21]

(x = x0) +f1z0, 21, 221(x = x0)* + [flz0, 21, 22, 23] (x — x0)* (x — x1).

a. Muestre que Hy,+(x) es el tinico polinomio de menor grado que concuerda con fy f’ en xo, ..., X,,.
[Sugerencia: Suponga que P(x) es otro polinomio y considere D = H,,+; — Py D’en xy, xy, ...,
Xl

b. Deduzca el término del error en el teorema 3.9 [Sugerencia: Use el mismo método en la deduc-
cién del error de Lagrange, teorema 3.3, al definir

(1 —x0)% - (1 — x)?
(x —xp)?- - (x — x,)?

8@ = f(1) — Hyy1 () — Lf (%) — Hoyr (x)]

y usar el hecho de que g'(7) tiene (2,,+,) ceros distintos en [a, b].]
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PREGUNTAS DE ANALISIS

Uno de los problemas con interpolacion polinomial es que a pesar de que se ajusta a los puntos, la
forma de la curva no siempre concuerda muy bien. Un enfoque es usar los polinomios de interpolacion
y ajustar las derivadas y los puntos, describa, con palabras propias, como se logra esto.

En esta seccién se presentaron dos métodos para encontrar el polinomio de Hermite. Explique la utili-
dad para cada uno de los dos métodos.

Investigue la derivacidon del método de diferencias divididas para calcular el polinomio de interpola-
cion de Hermite. [Sugerencia: Consulte la referencia de Powell].

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3.5

Determine el spline ctibico natural S que interpola los datos f(0) =0, f(1) =1,y f(2) =2.
Determine el spline cubico condicionado s que interpola los datos f(0) =0, f(1) =1y f(2) =2y
satisface s'(0) = s'(2) = 1.

Construya el spline cubico natural para los siguientes datos.

a. x | fx) b. «x fx)
8.3 | 17.56492 0.8 | 0.22363362
8.6 | 18.50515 1.0 | 0.65809197
c. x | f) d. «x S )
-0.5 —0.0247500 0.1 | —0.62049958
—0.25 0.3349375 0.2 | —0.28398668
0 1.1010000 0.3 0.00660095
0.4 0.24842440

4. Construya el spline cibico natural para los siguientes datos.

a. x fx) b.
0 | 1.00000 -0,25 | 1.33203
0.5 | 2.71828 0.25 | 0.800781
¢ x F(x) d x| Jf®
0.1 | —0.29004996 —1 | 0.86199480
0.2 | —0.56079734 —0.5 | 0.95802009
0.3 | —0.81401972 0 1.0986123
0.5 | 1.2943767

Los datos en el ejercicio 3 se generaron usando las siguientes funciones. Utilice los splines cubicos
construidos en dicho ejercicio para el valor determinado de x con el fin de aproximar f (x) y f'(x) y
calcule el error real.
a. f(x)=xInx; aproxime f(8.4)y f'(8.4).

b. f(x) =sen(e* —2); aproxime f(0.9)y f'(0.9).

¢ f(x)=x>+4.001x?+4.002x + 1.101;  aproxime f(—3)y f'(—1).
d.

f(x) =xcosx —2x*+3x —1; aproxime f(0.25)y f'(0.25).

Los datos en el ejercicio 4 se generaron usando las siguientes funciones. Utilice los splines cubicos
construidos en dicho ejercicio para el valor determinado de x a fin de aproximar f (x) y f’(x) y calcule
el error real.

a. f(x)=e*; aproxime f(0.43)y f'(0.43).

b. f(x)=x*—x*+x>—x+1; aproxime f(0)y f'(0).
c. f(x) =x%cosx —3x; aproxime f(0.18)y f/(0.18).
d. f(x) =In(e* +2); aproxime f(0.25)y f'(0.25).
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Construya el spline cibico condicionado usando los datos del ejercicio 3 y el hecho de que
a. f/(8.3)=1.116256y f'(8.6) = 1.151762.

b. f/(0.8) =2.1691753 y f/(1.0) = 2.0466965.

c. f'(—0.5) =0.7510000y f'(0) = 4.0020000.

d. f(0.1) =3.58502082y f'(0.4) = 2.16529366.

Construya el spline ctibico condicionado usando los datos del ejercicio 3 y el hecho de que
a. f'(0)=2yf'(0.5) = 5.43656.

b. f/(—0.25) =0.437500 y f'(0.25) = —0.625000.

c. f'(0.1) =—2.8004996y f'(0) = —2.9734038.

d. f'(—1)=0.15536240y f'(0.5) = 0.45186276.

Repita el ejercicio 5 usando los splines ctibicos condicionados construidos en el ejercicio 7.
Repita el ejercicio 6 usando los splines ctibicos condicionados construidos en el ejercicio 8.
Un spline ctbico natural S en [0, 2] se define mediante

S(x) = So(x) =14 2x — x3, si0<x<l,
TS0 =24bx—D+e(x—D2+dx—1)> sil<x<2.

Encuentre b, cy d.
Un spline ctbico natural S se define mediante

So(x) =14+ B(x —1)—D(x — 1)3, sil<x<?2,
S(x) = 3 2 3 .
Sl(x)=1—|—b(x—2)—z(x—2) +dx—2)°, si2<x<3.

Si S interpola los datos (1, 1), (2, 1) y (3,0) encuentre B, D, by d.
Un spline ctibico condicionado s para una funcidn f se define en [1, 3] mediante

s(x) = so(x) =3 — 1) +2(x — D? — (x — 1), sil<x<?2,
T s ) =a+b(x—2)+elx —2)2+d(x —2)%, si2<x<3.

Donde f'(1) = f'(3),encuentre a, b, cy d.
Un spline ctibico condicionado s para una funcion f'se define mediante

S(x) = so(x) = 1 4+ Bx +2x% — 2x3, si0<x<l,
’ T s ) =1l4+bx—1)—4x—1D*+T7x—1>% sil<x<2.

Encuentre f/(0) y f'(2).

Dada la particién xo = 0,x; = 0.05, y x, = 0.1de [0, 0.1], de [0, 0.1] encuentre la funcién de inter-
polacién lineal por tramos F para f(x) = e**. Aproxime foo" e* dx con foo'l F(x) dx y compare los
resultados con el valor real.

Dada la particion xo = 0,x; = 0.3,y x, = 0.5 de [0, 0.5], encuentre la funcién de interpolacion lineal
por tramos F para f(x) = sen 3x. Aproxime fOO'S sen3x dx con fOO'S F (x) dx y compare los resultados
con el valor real.

Construya un spline ctibico natural para aproximar f(x) = cosmx al usar los valores dados por f(x)
enx =0,0.25,05,0.75,y 1.0. Integre el spline sobre [0, 1] y compare el resultado para fol cosxdx =
0. Use las derivadas del spline para aproximar f'(0.5)y f”(0.5). Compare estas aproximaciones con
los valores reales.

Construya un spline cuibico natural para aproximar f(x) = e~ al usar los valores dados por f(x) en
x=0,0.25,0.75y 1.0. Integre el spline sobre [0, 1] y compare el resultado para fol etdx=1-—1/e.
Use las derivadas del spline para aproximar f'(0.5) y f”(0.5). Compare las aproximaciones con los
valores reales.

Repita el ejercicio 17, al construir en su lugar el spline ctibico condicionado con f'(0) = f'(1) = 0.
Repita el ejercicio 18, al construir en su lugar el spline ctibico condicionado con f'(0) = —1, f'(1) =
—e L

Dada la particion xo = 0,x; = 0.05,x, =0.1de[0,0.1]y f(x) = e

a. Encuentre el spline cibico s con condiciones de frontera que interpola f.
b.  Encuentre una aproximacién para [, ¢ dx al evaluar [, s(x) dx.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

c. Use el teorema 3.13 para calcular max o<y<o1 | f(x) —s(x)|y

’ 0.1

0.1
fx)dx — / s(x) dx
Jo

d. Determine el spline ctibico S con condiciones de frontera naturales y compare S(0.02), s(0.02) y
"% = 1.04081077.

Dada la particién xo = 0,x; = 0.3, x, =0.5de[0,0.5] y f(x) = sen3x:

a. Encuentre el spline ctibico s con condiciones de frontera que interpola f.

N 0.5 0.5
b. Encuentre una aproximacién para fo sen3x dx con fo s(x) dx y compare los resultados con el
valor real.

EJERCICIOS APLICADOS

Un automévil que circula por un camino recto se registra en una serie de puntos. Los datos a partir de
las observaciones se dan en la siguiente tabla, donde el tiempo se representa en segundos, la distancia
en pies y la velocidad en pies por segundo.

Tiempo 0 3 5 8 13
Distancia | 0 | 225 | 383 | 623 | 993
Velocidad| 75 77 80 74 72

a. Use un spline ctibico condicionado para predecir la posicion del automévil y su velocidad cuando
t = 10 segundos.

b. Use la derivada del spline para determinar si el automdvil excede un limite de velocidad de
55 millas por hora en algtin punto en el camino; en ese caso, jcudl es la primera vez que el auto-
movil excede esta velocidad?

c. ;Cudl es la velocidad mdxima prevista para el vehiculo?

La introduccién para este capitulo inclufa una tabla que enumeraba la poblacién de Estados
Unidos desde 1960 hasta 2010. Use interpolacién de spline cibico natural para aproximar la
poblacién en los afios 1950, 1975, 2014 y 2020.

b. La poblacién en 1950 era aproximadamente 150697360 y en 2014 se calculé que era de
317298000. ;Qué tan precisas cree que son sus cifras para 1975 y 20207

Se sospecha que las grandes cantidades de curtido en hojas maduras de roble inhiben el crecimiento

de la larva (Operophtera bromata L., Geometridae) de polilla de invierno que dafia considerablemente

estos drboles en ciertos afios. La siguiente tabla lista el peso promedio de dos muestras de larva en
tiempos en los primeros 28 dias después del nacimiento. Mientras la primera muestra se crié en hojas
jovenes de roble, la segunda muestra se crié en hojas maduras del mismo arbol.

a. Use un spline ctibico natural para aproximar la curva de peso promedio para cada muestra.

b. Encuentre un peso promedio maximo aproximado para cada muestra al determinar el maximo del
spline.

Dia 0 6 10 13 17 20 28
Muestra 1 peso promedio (mg) | 6.67 | 17.33 | 42.67 | 37.33 | 30.10 | 29.31 | 28.74

Muestra 2 peso promedio (mg) | 6.67 | 16.11 | 18.89 | 15.00 | 10.56 | 944 | 8.89

Un caballo llamado California Chrome gané el Derby de Kentucky de 2014 (5:2 probabilidades para

el favorito) en un tiempo de 2:03:66 (2 minutos y 3.66 segundos) para la carrera de 1% de milla. Los

tiempos de los postes de cuarto de milla, media milla y una milla fueron 0:23.04,0:47.37 y 1:37.45.

a. Use esos valores junto con el tiempo de inicio para construir un spline ctbico natural para la
carrera de California Chrome.

b. Use el spline para predecir el tiempo en el poste de tres cuartos de milla y compérelo con el tiempo
real de 1:11:80.

c. Use el spline para predecir la velocidad de inicio y la velocidad en la meta de California Chrome.

La parte superior de este ddcil perro se aproxima mediante splines ctibicos interpolantes condiciona-

dos. La curva se dibuja en una cuadricula a partir de la cual se construye la tabla. Use el algoritmo 3.5

para construir los tres splines cibicos condicionados.
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28. Repita el ejercicio 27, construya los tres splines cubicos naturales con el algoritmo 3.4.

g

JO g Pendiente — % Pendiente 3 Pendiente —4
8
7 — \\
6 Pendiente 1 A N —— . 1
) // N /] ~ \\\ Pendiente 3
: %4 ~ =
3 — ———
2 Curva 1 Curva 2 Curva 3 pendiente _%
1
5 10 15 20 25 30 x
Curva 1 Curva 2 Curva 3
X S (xi) AL I S(xi) Sy i X S(xi) Sf(xi)
0 1 30 1.0 0o 17 4.5 30 0o 277 4.1 0.33
1 2 3.7 1 20 70 1 28 43
2 5 39 2 23 6.1 2 29 4.1
3 6 42 3 24 5.6 330 30 —1.5
4 7 5.7 4 25 5.8
5 8 6.6 5 27 52
6 10 7.1 6 277 4.1 —4.0
7 13 6.7
8 17 45 —0.67
EJERCICIOS TEORICOS
29. Suponga que f(x) es un polinomio de grado tres. Muestre que f (x) es un spline ctibico condicionado,
pero que no puede ser su propio spline cibico natural.
30. Suponga que {x;, f(x;))}7_, se encuentran en una linea recta. ;Qué se puede decir sobre los splines
cubicos naturales y condicionados para la funcion f ? [Sugerencia: Siga el ejemplo de los resultados de
los ejercicios 1y 2.]
31. Extienda los algoritmos 3.4 y 3.5 para incluir como salida la primera y la segunda derivada del spline
en los nodos.
32. Extienda los algoritmos 3.4 y 3.5 para incluir como salida la integral del spline sobre el intervalo
[X(), X,,] .
33. Sea f e C?[a, b] y sean los nodos a = xp < x; < --- < x, = b dados. Deduzca una estimacién
error similar a la del teorema 3.13 para la funcién de interpolacién lineal por tramos F. Use esta esti-
macion para derivar cotas del error para el ejercicio 15.
34. Sea f definida sobre [a, b] y sean los nodos a = xp < x; < x, = b dados. Un spline cuadritico S

interpolante consiste en el polinomio cuadrético
So(x) = ag + bo(x — x0) 4 co(x — x0)* en [xo, x1]
y el polinomio cuadritico

Si(x) = a; +bi(x —x)) + e (x —x)* en[x}, x],
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35.

tal que

i S(xo) = f(x0), S(x1) = f(x1),y S(x2) = f(x2),

ii. S e Cl[X(),Xz].

Muestre que las condiciones i) y ii) conducen a cinco ecuaciones en seis variables desconocidas
ag, bo, co,ay, by, y c;.El problema es decidir cudl condicién adicional imponer para hacer que la solu-
cion sea tnica. ;La condicién S € C?[x0, x2] conduce a una solucién significativa?

Determine un spline cuadratico s que interpole los datos f(0) = 0, f(1) = 1,y f(2) = 2 Yy satisfa-
ce s’ (0) =2.

PREGUNTAS DE ANALISIS

En esta seccidn se analiz6 la interpolacion por splines ctibicos y la interpolacién lineal por tramos. La
interpolacién por spline cuadrdtico se presentd en un ejercicio. Los splines de grado superior pueden
calcularse. Compare el uso de la interpolacion por spline cuadratico versus la interpolacién por spline
cubico.

Investigue la llamada interpolacién sin nudo, la cual es una alternativa a la interpolacién de spline
cubico condicionado y natural.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3.6

1.

Sean (xg, y0) = (0,0) y (x1, y1) = (5, 2) los extremos de una curva. Use los puntos gufa dados para
construir aproximaciones paramétricas cubicas de Hermite (x(7), y(¢)) para la curva y trace las aproxi-
maciones.

a. (1,D)y(6,1) c. (I,1)y(6,3)

b. (0.5,0.5)y (5.5, 1.5) d. 2,2)y(7,0)

Repita el ejercicio 1 usando los polinomios de Bézier cubicos.

Construya y grafique los polinomios de Bézier ctibicos dados los siguientes puntos y puntos guia.

a. Punto (1, 1) con el punto guia (1.5, 1.25) para el punto (6, 2) con el punto guia (7, 3)

b. Punto (1, 1) con el punto guia (1.25, 1.5) para el punto (6, 2) con el punto guia (5, 3)

c. Punto (0, 0) con el punto guia (0.5, 0.5) para el punto (4, 6) con el punto guia de entrada (3.5, 7)
y con el punto guia de salida (4.5, 5) para el punto (6, 1) con el punto guia (7, 2)

d. Punto (0, 0) con el punto guia (0.5, 0.5) para el punto (2, 1) con el punto guia de entrada (3,1) y
el punto guia de salida (3, 1) para el punto (4, 0) con 1 punto guia de entrada (5, 1) y el punto guia
de salida (3, —1) para el punto (6, —1) con el punto guia (6.5, —0.25)

Use los datos en la siguiente tabla y el algoritmo 3.6 para aproximar la forma de la letra N.

i | Xi | Vi | o | Bi | Ol,{ | ﬂ,‘/

0 3 6 33 | 6.5

1 2 2 28 | 30 | 25| 25

2 6 6 58 |1 50| 50|58

3 5 2 55122 |45 | 25

4 | 65 3 64 | 2.8
EJERCICIOS TEORICOS

Suponga que un polinomio de Bézier ctibico estd colocado a través de (uo, vo) y (3, v3) con puntos guia
(11, v1) y (it2, v»), respectivamente.
a. Derive las ecuaciones paramétricas para u(f) y v(¢) al suponer que

u) =ug, u(l)=usz, u'0)=u —uy, u'(l)=uz—u;

v(0) =vy, v(l)=wv3, VO0)=v,—vy, V(1)=0v3— 0y
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b. Sea f(i/3) =u;,parai =0,1,2,3,yg(/3) =v;,parai =0,1,2,3. Muestre que el polino-
mio de Bernstein de grado tres en ¢ para f'es u(t) y el polinomio de Bernstein de grado tres en ¢
para g es v(z) (consulte el ejercicio 23 de la seccion 3.1.)

PREGUNTA DE ANALISIS

Investigue la utilidad de los métodos en esta seccion para los paquetes de graficas.

PREGUNTAS DE ANALISIS (FINAL DEL CAPITULO)

1. Los polinomios de interpolacion resultan afectados negativamente por datos malos.
Es decir, un error en un punto de datos afectara todo el polinomio de interpolacién.
Los splines hacen que sea posible limitar los efectos malos de un punto de datos
erréneo. Analice la forma de lograrlo.

2. Los splines ctbicos tienen las siguientes propiedades: a) interpolan los datos pro-
porcionados; b) tienen continuidad de cero, primera y segunda derivada en puntos
interiores y c) satisfacen ciertas condiciones de frontera. Analice las opciones para
las condiciones limite

CONCEPTOS CLAVE

Aproximacién polinomial
por tramos

Condicion de frontera

Condicién de frontera
natural

Curva de Bézier

Curva paramétrica

Diferencias divididas

Diferencias hacia adelante

Diferencias hacia atras

Férmula de Stirling

Férmulas de error

Interpolacion

Interpolacién de Hermite

Interpolacién por splines
cubicos

Meétodo de Neville

Operador de diferencias
hacia adelante

Operador de diferencias
hacia atrds

Polinomio de Lagrange

Polinomio osculante

Spline cibico

Spline cubico condicionado

Spline cubico natural

Teorema de aproximacion
de Weierstrass

REVISION DEL CAPITULO

En este capitulo consideramos aproximar una funcién usando polinomios y polinomios por
tramos. Encontramos que la funcién podria especificarse mediante una ecuacién de defini-
ci6én dada o al proporcionar puntos en el plano por los que pasa la grafica de la funcién. En
cada caso se determind un conjunto de nodos xo, xi, ..., X,, y podria requerirse mds informa-
cién, como el valor de diferentes derivadas. Necesitamos encontrar una funcién de aproxi-
macién que satisfaga las condiciones especificadas por estos datos.

El polinomio de interpolaciéon P(x) fue el polinomio de grado minimo que satisfacia,
para una funcién f,

P(xi) = f(xi),

paracadai =0,1,...,n.

Encontramos que aunque este polinomio de interpolacién era unico, podria tomar muchas
formas diferentes. A menudo se usaba la forma de Lagrange para interpolar tablas cuando n
era pequefia y deducir férmulas para aproximar derivadas e integrales. El método de Neville
se usé para evaluar varios polinomios de interpolacion en el mismo valor de x. Observamos
que las formas del polinomio de Newton eran mas apropiadas para el cdlculo y también se
usaban ampliamente para derivar formulas en la resolucién de ecuaciones diferenciales. Sin
embargo, la interpolacion polinomial tenfa debilidades inherentes de oscilacion, en especial
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si el nimero de nodos era grande. En este caso, habia otros métodos que podian aplicarse
mejor.

Los polinomios de Hermite interpolaban una funcién y su derivada en los nodos. Po-
dian ser muy precisos, pero requerian mas informacion sobre la funcién que se aproximaba.
Cuando habfa un gran nimero de nodos, los polinomios de Hermite también presentaban
debilidades de oscilacion.

La forma de interpolacién que se usa de manera mds comun fue la interpolacién poli-
nomial por tramos. Cuando los valores de la funcién y la derivada estaban disponibles, se
recomendaba la interpolacién cibica de Hermite por tramos. De hecho, éste fue el método
preferido para interpolar los valores de una funcién que fue la solucién para una ecuacién
diferencial. Observamos que s6lo cuando los valores de la funcién estaban disponibles, se
podia usar la interpolacién de spline cuibico natural. Este spline forzaba que la segunda
derivada fuera cero en los extremos. Otros splines cibicos requerfan datos adicionales. Por
ejemplo, el spline cubico condicionado necesitaba valores de la derivada de una funcién en
los extremos del intervalo.

Como establecimos en la seccidon 3.3, nuestro tratamiento de métodos de diferencias
divididas fue breve ya que los resultados en esta seccidén no se usardn en gran medida en ma-
terial subsiguiente. La mayoria de los textos mds antiguos sobre andlisis numérico incluyen
tratamientos amplios de los métodos de diferencias divididas. Si se necesita un tratamiento
exhaustivo, el libro de Hildebrand [Hild] es una referencia especialmente buena.

Como nota final, existen otros métodos de interpolacion que se usan comtinmente. La in-
terpolacion trigonométrica, en particular, la transformada rdpida de Fourier que se analiza en
el capitulo 8, se utiliza con grandes cantidades de datos cuando se asume que la funcién tiene
una naturaleza periddica. También se usa la interpolacion mediante funciones racionales.

Si se sospecha que los datos son imprecisos, es posible aplicar técnicas de suavizado y se
recomienda alguna forma de minimos cuadrados para ajustar los datos. Los polinomios, las
funciones trigonométricas, las funciones racionales y los splines se pueden usar para ajustar
datos con minimos cuadrados. Nosotros los consideramos en el capitulo 8.

Las referencias generales para los métodos en este capitulo son los libros de Powell
[Pow] y de Davis [Da]. El articulo fundamental sobre splines se debe a Schoenberg [Scho].
Los libros importantes sobre splines son los de Schultz [Schul], De Boor [Deb2], Dierckx
[Di] y Schumaker [Schum)].



